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Wenn ich im Folgenden versuche, einzelne -oharaktenshgchs Zﬁ %
aus der Geschichte der Mathematik herauszugreafan‘ so kann dms Ba!, 3
der Unermesslichkeit des Gebietes nur durch- eine notwen -
subjektive Auswahl geschehen, Um aber nicht bei einer b
zihlung von Einzelheiten stehen zu bleiben, will ich meine Ausfiil
in einen ganz bestimmten Rahmen fassen, der einerseits durch «
Wechselspiel zwischen ,Arithmetik und ,Geometrie*, andererseits
durch die dumit aufs engste verkniipfte Frage nach der Rolle des
»Unendlichen® in der Mathematik festgelegt sein soll. '

lch will sogleich auf diesen zweiten Punkt eingehen, weil er ganz
unmittelbar wit einer weit iiber den engeren Kreis der Fachmathe-
matiker hinaus bekannt gewordehen Frage zusammenhiingt: der Frage
nach den ,Grundlagen der Mathematik“. Bereits in jenem Teile der.
modernen Mathematik, der sich das weiteste Auwendungsgeblet ero
hat, in der Differential- und Intagra.lrechuung tritt eine fiir .!Qﬁ
der das erste Mal mit diesen Dingen in Beriihrang kommt,
ristische Schwierigkeit hervor: die Bedeutung des ,Unendlich
bzw. des ,Grenziiberganges* — etwa der Ubergang von der Se
Kurve zur Tangente. Es ist auch in der historischen Entwick]
dieser Disziplin gerade die Anwendung dieser Begriffe gewesen, welche
zu absoluten Widerspriichen (wie 2 = 3) zu fithren schien. Aber
schon Cauchy (1789—1857) und vor allem Weiersirass (1815—1897)
haben allen hierhergehorigen Schlussweisen volle Sicherheit gﬁhen :
kinnen, indem sie alles halb gefiihlsmiissige Operleren mit unendlichen
Prozessen durch allein auf endliche Gesamtheiten sich erstreckende
Schliisse ersetzten. Aber gerade die Weiersirasssche Grundleg
der Analysis hat miichtig zur Ausbildung einer Disziplin beigetra
welche sich seither immer mehr als in die gesamte Mathema
eingreifend erwiesen hat: der sog. Mengenlehre, deren Aufgabe
ist, die Eigenschaften unendlicher Gesamtheiten (,Mengen®, ohni
Riicksicht auf die individuelle Beschaffenheit ihrer ,Elemente®
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untersnchen — und gerade hier haben sich neunerlich explizite ,Para-
doxien® ergeben, wodurch aufs iirgste das Vertrauen in die Sicherheit
der Gesamtmathematik erschiittert wurde. Dass es auch hier wieder
die Rolle des ,Unendlichen® ist, welche der Klirung bedarf, braucht
kaum hervorgehoben zu werden.

Ich will nun in grossen Umrissen einige Grundgedanken einer
Theorie skizzieren, welche Hilbert zur Erledigung dieser Schwierig-
keiten entwickelt hat, indem ich mich an einen von ihm gelegentlich
eines Kongresses zu Ehren von Woeierstrass gehaltenen Vortrag
anschliesse ).

Der Typus des ,Unendlichen®, der in der Differentialrechnung
bei dem Begriffe des Grenzwertes eine entscheidende Rolle spielt und
der sich sozusagen kinematisch fassen lisst (man denke z. B. an die
in die Tangente ,hineinriickende“ Sehne) wird als das potentiell
Unendliche bezeichnet im Gegensatz zu dem aktual Unendlichen,
wie es uns in einer fertigen Gesamtheit, etwa in der Menge .aller®
ganzen Zahlen 1, 2, 3 . . . entgegentritt. Jener erste Typus ist, wie
gesagt, bereits durch die Wezersirasssche Theorie gebiindigt worden,
wiithrend nun Hilbert das Ziel vor Augen hat, auch diejenigen Schliisse,
welche mit dem aktual Unendlichen ‘operieren, auf eine sichere Basis
zu stellen. Zur Gewihrleistung der vollen Sicherheit des logischen
Schliessens muss verlangt werden, dass sich seine Objekte in allen
Teilen vollkommen iiberblicken lassen, dass sie also in endlicher
Anzahl unmittelbar anschaulich ,aufweishar® sein miissen. Die Mathe-
matik wird damit zuniichst zu einem Operieren mit unmittelbar
gegebenen Zeichen, etwa hingeschriebenen Zahlzeichen, zur Mitteilung
aunsschliesslich finiter Aussagen wie 1 + 2 =2+ 1: ,4dm Anfang
ist das Zeichen® wie es Hilbert ausdriickt®). Es wird sich weiter
aber gerade darum handeln, von hier aus auch zu dem Rechnen mit
Buchstaben vorzudringen, das erst die Mathematik zu einem wirklich
handlichen Instrument macht, wobei also z. B. jene obige Aussage
mit unendlich vielen andern zu der einen ,Formel* a +b=bh+4 a
zusammengefasst wird.

Hilberts Aufbau der Gesamtmathematik besteht nun darin, dass
er eine ,Formel“ als villig inhaltslose Zeichengruppe auffasst, mit der
nach festen absolut finiten Regeln rein formal zu operieren ist, womit
ja die Endlichkeit des Bereiches aller Schliisse gewahrt bleibt. Einige
dieser Formeln werden als , Awiome* vorausgenommen, alle aus ihnen

) Verdffentlicht in Bd. 95 der Math. Annalen (1925), S. 161.
% Abh. aus dem math, Seminar d. Hamburgischen Uniy. Bd. 1 (1922), S. 163.
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durch formale Schliisse ableitbaren Formeln heissen ,beweisbar®. Da
aber die Auswahl der ,Axiome“ eine ganz willkiirliche ist, bleibt in
jeder ,axiomatisierten® mathematischen Theorie die Aufgabe, nach-
zaweisen, dass die gewiihlten Axiome untereinander vertriiglich sind,
d. h. es ist der sog. ,Beweis der Widerspruchsfreiheit* zu fiihren ;
von da an ist man gegen das Auftreten von Paradoxien prinzipiell
gesichert.

Rein #usserlich betrachtet ist damit die Mathematik durchaus
einem Spiel nach festen Regeln zu vergleichen. Dass sie trotzdem
ernstes Interesse bieten kann, verdankt sie nicht nur dem Umstande,
dass sich im Rahmen dieses Spieles eine Unzahl reizvoller Aufgaben
stellen lisst, sondern vor allem dem, dass diejenigen Axiome, anf denen
die tatsiichlich existierende Mathematik aufgebaut ist, aufs Tiefste
mit dem ganzen Erfahrungskomplex des menschlichen Daseins von
Urzeiten an verkniipft ist, so dass sich hierans umgekehrt das philo-
sophische und physikalische Problem ergibt, zu erforschen, welches
die in unserer Konstitution und in der Aussenwelt liegenden Ursachen
zur Bevorzugung gerade dieses Axiomensystems sind — ich nenne
nur die an Gauss, Helmholtz, Riemann ankniipfende Frage nach der
tatsiichlich giiltigen Geometrie. In letzter Linie ist es eben nur die
Beziehung zar Wirklichkeit, die unsere Mathematik vom reinen Spiel
unterscheidet und sie zu einer lebendigen Wissenschaft macht.

Nach diesen auf die formal logischen Grundlagen de: Mathematik
gerichteten Betrachtungen, wende ich mich zu ihren h storischen
Voraussetzungen. Der Sprung ist kein geringer: Er versetzt uns
etwa 5000 Jahre zuriick zur Mathematik der Agypter.

Die schriftliche Ausdrucksform fiir Zahlen ist dort wie bei allen
anderen Vilkern, soweit sie urspriinglich ist) eine Suhreibung mit
einzelnen Marken (z. B. /! fir 5) — dass aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit die hheren Einheiten wie 10, 100, . . . besondere Zeichen
erhalten, ist fiir uns hier ganz unwesentlich. In einer solchen Schreib-
weise hat man es genau mit der Hilberischen ,Aufweisung® zu tun;
sein Wort: Am Anfang ist das Zeichen® kann man modifizieren in:
»Am Anfang war das Zeichen“. Dazu passt das vollkommene Fehlen
der ,Formel“ und des ,Beweises“: simtliche uns erhaltene Dokumente
dgyptischer (und auch aller iibrigen altorientalischen) Mathematik
bilden ausnahmslos eine blosse Sammlung zahlenmiissig durchgefithrter
Einzelbeispiele, aus denen man hestenfalls eine Regel abstrahieren
kann, zeigen aber keine Spur einer allgemeinen Begrindung. In

S —————— -
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Agypten kommt noch eine besondere Eigentiimlichkeit dazu, niimlich
das strenge Festhalten an der jeder primitiven Mathematik eigenen
Additivitit alles Rechnens. Das hat einerseits zu einer nur auf fort-
gesetzter Verdoppelung beruhenden ,Multiplikation® gefithrt und
andererseits durch sinpgemiisse Ausdehnung dieses Verfahrens auf
Briiche eine Bruchrechnung ergeben?), die zwar iusserlich von grosser
Umstiindlichkeit gewesen ist, aber trotzdem iiber Griechen und Romer
ihren Einfluss bis in unser Mittelalter hinein erstreckt hat.

Man kénnte der Behauptung von dem Mangel jeglicher Formel
in der orientalischen Mathematik entgegenhalten, dass die Kenntnis
geometrischer Gesetzmiissigkeiten (etwa die Berechnung der Dreiecks-
fliche) dem widerspreche. Sicherlich hat der Historiker das Recht,
gewissermassen abkiirzend, zu sagen, den Agyptern sei die ,Formel®
F =13 gh bekannt gewesen ; aber fiir eine Untersuchung der abstrakten
mathematischen Begriffshildungen kann diese Aussage nicht bestehen
bleiben. Denn jene Regeln stehen villig parallel etwa den Regeln
zur Berechnung des Getreidebedarfes fir die Herstellung von Bier
eines bestimmten Gehaltes, sind also im wahrsten Sinne des Wortes
»Rezepte“. Die Erfahrung lehrt, dass sie etwas Brauchbares ergeben,
man verifiziert sie immer wieder von Neuem, aber man beweist
sie nicht! Geometrie ist nicht mehr als ein Anwendungsgebiet
der ,Arithmetik¥,

Ganz ihnlich liegen die Dinge in dem zweiten antiken Kultur-
zentrum, in Babylonien, nur dadurch modifiziert, dass die Additivitiit
der friihesten Entwicklungsphase (wie sie auch noch in den alten
sumerischen Texten klar erkennbar ist) friithzeitig durch die Aushildung
einer unabhiingigen Multiplikation beeinflusst wurde. Die iusserliche

¥ Besonderheit des sumerisch-babylonischen Zahlensystems nach 10, nicht

100 sondern 60 als nichste Einheit zu benutzen hiingt meines Erachtens
mit der frithen Riicksichtnahme auf die multiplikativen, oder hier besser,
auf die Teilbarkeitseigenschaften der Zahlen zusammen und steht
ausserdem in unmittelbarster Beziehung zu einer systematischen
Regelung der Masse und Gewichte?). Prinzipiell bedeutsam ist aber,
dass eben dieser Zusammenhang eine Ziffernschreibung zur Folge hatte,
welche die hoheren Einheiten nicht mehr wie urspriinglich durch
individuelle Zahlzeichen ausdriickt, sondern wie bei uns, durch wenige

') Einzelheiten findet man in meiner Arbeit; Dié Grundlagen der agypti-
schen Bruchrechnung, Berlin, Springer 1926,

*) Fir den ausfithrlichen Nachweis dieser Beziehung muss ich auf eine
demniichst in d. Abh. d. Gottinger Akad. d. Wiss. erscheinende Arbeit verweisen.
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Zeichen mit Hilfe von ,Stellenwert® — allerdings mit dem einen
tiefgreifenden Unterschied, dass die ,Null* an den Enden eines
Zahlausdruckes nicht existiert (so wie wenn wir 160, 16 und 1,6
immer durch ,16“ ausdriickten). Erst bei den Indern ist dieser
letzte Schritt (unter Aufgabe eines nach dem primitiven Schema ge-
bildeten eigenen Zahlensystems) wirklich vollzogen worden und hat
uns das heunte iibliche ,arabische® Ziffersystem mit absolutem
Stellenwert geschenkt. Wieder einmal zeigt sich, wie das gewissermaééan
zufillige Produkt historischer Entwicklung scharf von bewusster wissen-
schaftlicher Konstruktion zu trennen ist, wie nahe es ihr amch im
Ergebnis kommen mag,

Riickblickend konnen wir sagen, dass die ganze vorgriechische
Mathematik ,arithmetischen® Charakter triigt, aber auch dieses
Wort nicht im Sinne einer bewusst gepflegten wissenschaftlichen
Disziplin verstanden. Es ist ein immer wieder begegnendes Miss-
verstindnis, dass man meint, mit einer solchen Feststellung sei eine
Disqualifikation jener Epochen verbunden. Ganz ahgesehen davon,
dass dieser Glaube unbedenklich bei uns iibliche Wertmasse anf giinz-
lich andersartige Kulturen iibertriigt, ist im Gegenteil zn sagen, dass
man die ungeheuere Leistung, welche in der Ausbildung der ersten
Rechenmethoden gelegen ist, nur dadurch richtig einschitzen kann,
dass man sich klar macht, welches Hindernis es bedeutet, dass man
mathematische Gesetzmiissigkeit noch nicht scharf von der empirischen
Umwelt zu losen vermag. Von dem modernen Historiker einer Wissen-
schaft verlangt dies allerdings, dass er im Stande ist, sich mit der
Gesamtkultur einer Epoche vertraut zu machen.

Das Bild der griechischen Mathematik kann micht scharf genug
von dem eben skizzierten abgehoben werden. Wohl haben die Griechen
ein unschitzbares Erfahrungsmaterial ans dem Orient iibernommen:
wie enge aber auch diese sachlichen DBeziehungen sein mogen, so
giinzlich neu ist die innere Einstellung. Jetzt lisst sich sehr scharf
definieren, was ,wissenschaftliche“ Mathematik heisst: Ubergang
von der Einzelaussage zum allzemeinen mathematischen Gesetz und
vor allem die Einsicht in die Moglichkeit und Notwendigkeit mathe-
matische Siitze znu beweisen.

Hier scheint mir nun die Stellung, welche die Geometrie in prin-
zipieller Hinsicht in der griechischen Mathematik einnimmt, einer be-
sonderen Bemerkung wert. Man vergegenwiirtige sich einen Augenblick
die iussere Lage: das so folgenreiche Prinzip, mit einer geringen Zahl
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von ,Einkonsonantenzeichen® (unseren ,Buchstaben®) alle Worte
ausdriicken zu konnen, hat in einer nicht sehr gliicklichen Anwendung
derselben Zeichen auch zur Wiedergabe von Zahlen zu den bekannten
griechischen ,,Zahlbuchstaben* gefiihrt, die in ihrer villigen Beziehungs-
losigkeit zn der inneren Struktur des Zahlensystems jede Einsicht in
dessen Bau ganz wesentlich erschwerte und seine Handlichkeit herab-
driickte. Da muss man es als eine der einschneidendsten Entdeckungen
bewerten, dass man erkannte, dass auch in geometrischen Konstruk-
tionen arithmetische Beziehungen zum Ausdruck kommen. Damit
verliert die Geometrie den Charakter, ein beliebiges praktisches
Anwendungsgebiet der Mathematik zu sein, und erhiilt die prinzipielle
Bedeutung allgemeine mathematische Gesetzlichkeit zum Ausdruck
bringen zu konnen: die geometrische Konstrultion spieli von da an
die Rolle der ,,Formel®,

Dieser Schritt ist fiir die Weiterentwicklung der Mathematik von
der allergrossten Bedeutung: jetzt erst ist die Moglichkeit des Beweises
allgemeiner Sitze gegeben, erst an der geometrischen Gestalt entwickelt
sich die Einsicht in die Hierarchie der Lehrsiitze und Schliisse, die
schliesslich in Eunklids Werk eine klassische, bereits ganz ,axio-
matisierte* Darstellung gefunden hat. Was alles dieses fiir die Mathe-
matik bedeutet, ist wohl jedem klar. Es muss aber noch eine andere
Konsequenz jener Entdeckung erwihnt werden, die unmittelbar an
die einleitenden Betrachtungen ankniipft: das Auftreten des Unend-
lichen in der Mathematik. Jene ,geometrische Analysis® (wie ich
kurz sagen will) fiihrt mit Notwendigkeit iiber den finiten Bereich
hinaus: Einerseits nimlich, in der an die iiberkommene Geometrie
ankniipfende Aufgabe, Lingen von Kurven, Flichen- und Voluminhalte
zu bestimmen, nun aber in einem exakten Sinne, da jetzt eine
geometrische Figur nicht mehr bloss der empirischen Aussenwelt
angehort, sondern ,ideales” Element der Mathematik geworden ist.
Es ist allgemein bekannt, dass in der Tat auf diesem Wege die grie-
chische Mathematik zu Methoden und Begriffsbildungen gelangt ist,
die durchaus dem Ideenkreis der modernen Integralrechnung angehiren.
Und auch die Beziehung dieser Dinge zu dem Problem des Unends
lichen ist den Griechen nicht verborgen geblieben, um so weniger als
ihnen dies nun noch von ganz anderer Seite, niimlich unmittelbar
von der Repriisentation der Zahlen durch Strecken vor Augen trat:
In der Erkenntnis, dass die Gesamtheit der ganzen Zahlen und Briiche
nicht ausreicht, um simtliche Strecken durch sie zu messen (dass
z. B. die Diagonale eines Quadrates nicht durch ein derartiges Multi-
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plum seiner Seite ausgedriickt werden kann), d. h. in der Entdeckung
der Irrationalzahlen. Man weiss, wie wichtig z. B. Plaion diese
Entdeckung genommen hat; so hat das Problem des Unendlichen
nicht nur in der Mathematik, sondern auch in der Philosophie der
Griechen eine ganz zentrale Stellung erlangt.

Zur restlosen Klirung aller dieser Fragen durchzudringen war
den Griechen nicht verginnt. Die an sie anschliessende Entwicklung hat
sich teils damit begniigt, die rein dusserlichen Resultate der griechi-
schen Geometrie zu iibernehmen, teils die philosophischen Ideen fiir
sich auszuspinnen. Auch die heutige Geschichte der Mathematik steht
meist auf einem ihnlichen Standpunkte, indem die ganze griechische
Mathematik zu einer museumsartigen Riistkammer von Lehrsiitzen
wird, die sich dann aber noch notgedrungen gefallen: lassen miissen
mit unserer ,Elementarmathematik auf eine Stufe gestellt zu werden.
Es ist eine der lohnendsten Aufgaben auch auf diesem Gebiet geschicht-
licher Forschung das Nivean der modernen Allgemeingeschichte zu
erreichen.

Dazn kommt noch ein Zweites: Man darf nicht veigessen, dass
neben der wissenschaftlichen Mathematik der Griechen immer eine
wirkliche Elementarmathematik bestanden hat und dass gerade hier
die Briicken zu den vorangehenden und nachfolgenden Epochen liegen.
Auch diesen Stromungen nachzugehen wird fiir das Verstindnis der
historischen Entwicklung von grosser Bedeutung sein, insbesondere
wenn uns einmal die arabischen Quellen weiter erschlossen sind als
bisher. Dann erst wird man im einzelnen verfolgen kinnen, wie die
Stromungen verlaufen, die griechische und nun auch indische
Errungenschaften iiber die Welt verbreiten.

Das Problem des Unendlichen, dessen Auftreten im Bereich der
griechischen ,,Geometrie* wir soeben beriihrt haben, sollte in seiner
von der Mathematik losgetrennten rein philosophischen Gewandung
doch noch einmal in die Geschichte der Mathematik eingreifen. -Es
ist bekannt genug, wie die christliche Secholastik in merkwiirdiger
Parallelitit und Wechselwirkung mit islamischer und jﬁdischel.' Theo-
logie an die neuplatonische und Aristotelische Philosophie nnschlle:.?.send,
die Lehren der Religion mit den iiberkommenen Methoden logischer
Deduktion zu verbinden suchte. Und man braucht nur an so grund-
legende Siitze wie den ontologischen (,%ottesbeweis..dﬂselms v w Canter-
bury zu denken, um ihre unlosliche Verkniipfung mit dem alten Problem
des Unendlichen zu erkennen. Die hohe dialektische Schulung, welche
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ein ganz wesentliches, oft viel zu geringschiitzig beurteiltes Ergebnis
dieser Epoche bildet, ist aber nicht nur als Vorbereitung fiir die
Mathematik und Naturwissenschaft der Renaissance von Bedeutung,
sondern hat auch ganz unmittelbare Beziehungen zur modernen Mathe-
matik: Bolzano (Theologe und Mathematiker um 1800) und G.Cantor,
der Schipfer der schon eingangs erwiihnten , Mengenlehre®, schliessen
in ihren Bemiihungen nm die Klirung des Begriffes ,,Unendlich® und
seiner priizisen Ausgestaltung ganz explizite an die analogen Problem-
stellungen der Scholastik an. Damit fliessen in der folgenreichsten
Weise die beiden einst aus gemeinsamer Quelle entsprungenen Strome
wenigstens zum Teil wieder in ein Bett zusammen. Allerdings die
Einheit ist keine vollstindige. FEinerseits hat die Philosophie der
Renaissance — wohl am deutlichsten in Giordano Brunos Lehren —
durch die gewissermassen a priori postulierte Unendlichkeit der
Welt die in diesem Begriff liegenden Schwierigkeiten vergessen lassen
und damit auch die neuere Philosophie in eine Art Sackgasse gefiihrt,
aus der sie erst durch wirklichen Kontakt mit der selbstindig weiter-
entwickelten Mathematik und Naturwissenschaft befreit werden kann.
Andererseits ist auch die Mathematik immer mehr zu einer Spezial-
wissenschaft geworden, ohne aber nun ihrerseits der philosophisch-
begrifflichen Klirung ihrer Grundlagen auf die Dauer entraten zu
konnen — davon legt ja gerade die moderne Entwicklung beredtes
Zeugnis ab,

Man darf aber nicht meinen, die neue Mathematik stelle in allen
Stiicken nur eine Weiterfiihrung der griechischen dar; im Gegenteil:
bei aller Gemeinsamkeit gerade der prinzipiellsten Fragen geht die
moderne Arbeitsmethode oft yom fast entgegengesetzten Standpunkt
aus. Die historische Entwicklung schliesst nicht allein an die geo-
metrischen Ergebnisse der griechischen Mathematik an, sondern bringt
das arithmetisch-algebraische Element immer mehr zur selbstiindigen
Geltung, aunf das entscheidendste gefordert durch den Sieg des indi-
schen Ziffernsystems. Ganz allmihlich entwickelt sich dabei die ab-
gekiirzte Buchstabenrechnung, bis sie plotzlich als ein Werkzeug
erscheint, das der geometrischen Methode weit iiberlegen ist. Durch
Fermat und vor allem Descartes wird die volle Konsequenz aus dieser
Entwicklung gezogen: in der »analytischen Geometrie* gewinnt die
algebraische Formel und die stetig veriinderliche Zahlengrisse die villige
Fiihrung; die Allgemeinheit und Ubersichtlichkeit der neuen Methode
iibertrifft bei weitem die jeder geometrischen Konstruktion. Auch das
geometrische Element mathematischer Forschung hat durch die
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Janalytische“ Methode eine ungeahnte Forderung erfahren; aber trotz
aller auch ,rein“ geometrischer Gegenstromungen wird das Bild der
modernen Mathematik immer mehr durch die Bestrebungen nach ihrer
,,Arithmetisierung* beherrscht, seit die Grundlagenkrisis der Differen-
tialrechnung und dann der Mengenlehre den Blick fir das logisch
Prinzipielle geschiirft hatte.

Man mag glauben damit einem endgiiltigen Abschlufl aller Mathe-
matik nahe zu sein. Aber gerade die allerneueste Entwicklung zeigt,
dass dem nicht so ist, dass die Quellen allen mathematischen Denkens,
die Beziehung zn den Gesetzmissigkeiten unserer Umwelt und die
Freude an der geometrischen Gestalt als soleher ihre volle Leben spen-
dende Kraft bewahrt haben.

Ich weiss sehr wohl, dass eine so allgemein gehaltene Betrach-
tung allen Einwinden offen stelit. Der Zweck meiner Ausfiihrungen
wird aber vollkommen erreicht sein, wenn es mir gelungen isf, zu
zeigen, dass auch die Geschichte einer Wissenschaft iiber Prioritiits-
fragen hinausgehende Probleme birgt, wenn man sie in den Rahmen
einer allgemeinen Kulturgeschichte einzuordnen sucht.






