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JEs ist cben Mathematik auch eine Wissenshaft,
die von Menschen betrieben wird, und jede
Zeit, sowie jedes Volk hat nur Einen Geist.“

H. Hankel, Tabingen 1869,

Einleitung.

Nicht nur die griechische Wissenschaft ist dem Zauber erlegen, den eine tausendjihrige Ver-
gangenheit iiber alles iigyptische Denken gebreitet hatte; auch die moderne Wissenschaft hat erst
allmiihlich lernen miissen, .vorurteilslos® an die Dinge heranzutreten und sie so zn verstehen, wie sie
geworden sind. Neben die Forderung, nicht alle Phasen eines Prozesses wie Gleichzeitiges und fiir
unser Verstindnis Gleichwertiges zu betrachten, tritt die andere, sich soweit als irgend maglieh davor
zu hiiten, uns gelidofige moderne Begriffe und Anschanungen auf antike Verhiltnisse kritiklos zu iiber-
tragen. So selbstverstiindlich diese beiden Forderungen zu sein scheinen, so schwierig hatten und
haben sie es, sich durchzusetzen. Auch in Untersuchungen iiber die Mathematik der Agypter ist
oft genug gegen sie verstofien worden; ich brauche etwa nur auf die willkiirlichen Konstruktionen
von M. Cantor oder Hultsch hinzuweisen. Kritik und Sorgfalt der Historiker der Mathematik haben
es in diesem Punkte nicht vermocht, mit der gleichzeitigen philologischen Arbeit Schritt zn halten.

Auch die Mathematik der letzten Jahrhunderte hat eine grofie Wandlung erfahren; ihre
»Arithmetisierung® bat grofie Fortschritte gemacht und die Untersuchungen iiber ihre logischen Grund-
lagen sind in ein entscheidendes Stadium getreten. Beide Richtungen haben den Blick dafiir geschiirft,
den begrifflichen Kern mathematischer Sitze und Operationen herauszuschiilen. Es ist klar, daf anch
die Geschichte gerade der Anfiinge der Mathematik danach streben mufl, das Verhiiltnis zn erkennen,
in dem die Begriffe, die in der gegebenen geschichtlichen Entwicklung die urspriinglichen sind, zu
jenen Begriffen stehen, die nach modernen Anschauungen diesen Platz in rein logischer Hinsicht ein-
nehmen miifiten. In dem Vergleich dieser durch eine mehrtausendjihrige wechselvolle Entwicklung
getrennten Gedankenreihen liegt ein groBer Reiz, um so mehr als sich trotz allen Wechselspiels
zwischen Ausbildung klarer Begriffe und Uberwucherung durch algorithmischen Schematismus doch
auch hier wieder die Macht logischer Notwendigkeit offenbart.

Es war mein Bestreben, beide Tendenzen, sowohl die der historischen wie der mathematischen
Wissenschaften, soweit es in meinen Kriiften stand, hier zur Geltung zu bringen.

Das wichtigste prinzipielle Ergebnis der vorliegenden Arbeit ist die Kinsicht in die aus-
schlieflich additive Grundlage der figyptischen Mathematik, welche der gesamten weiteren Ent-
wicklung ihr spezifisches Gepriige gibt!). Fiir das Verstindnis der igyptischen Mathematik ist

1) Ich muB betonen, daB ich sehr wohl weiB, daB sich der Ausdruck ,additiv¥, wie ich ilin im Folgenden gebrauche,
nicht mit absoluter Schiirfe umgrenzen 1iBt und dabei ein gewisses gefiiblsmiBiges Moment eine Rolle spielt. Wollte ich
diesen Begriff mit Hilfe moderner Terminologie in etwas iibertricbener Hirte herausarbeiten, so konnte ich sagen: padditivé
heiBt ausschliefliche Beschriinkung auf die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Es ist also 1 das einzige erzeugende
Blement dieser Gruppe, wibrend z. B. 2 durch 1 +4 1 definiert ist und nur als abgeleitetes Element anzusehen ist. Ob-
wohl sich selbst eine so extreme Betrachtungsweise in weitem MaBe durchfithren lieBe, will ich es doch vermeiden,
historisch Gewordenes zu dogmatisieren; ich muB allerdings dafiir in Kauf nehmen, daf meine Ausdrucksweise einen ge-
wissen Spielraum laBt, der erst dadurch auszufilllen ist, daB man sich mit dem gesamten Charakter der aegyptischen
Mathematik innerlich vertraut macht.

1t



Otto Neugebauer papers - Box 14 - Publications - Volume 1, 1925-1927 - No. 4: Die GmnEfageﬁ der égy‘;—)tischen Bruchrechnung - : e —
From the Shelby White and Leon Levy Archives Center, Institute for Advanced Study, Princeton, NJ, USA

4 Einleitung.

diese Eigentiimlichkeit von grifiter Bedeutung. Der additive Charakter, herstammend von dem ur-
spriinglichen Ziihlen, ist wohl das Kennzeichen der primitiven Mathematik eines jeden Volkes; aber
gerade beim Agypter kommt noch eine Eigenschaft hinzu, die uns auf allen Gebieten seiner Kultar
immer wieder entgegentritt: er bewahrt, auch in der Weiterentwicklung und schlieflichen Um-
gestaltung einer urspriinglichen Schipfung, mit griBter Zihigkeit ibre Rudimente, er scheut sich
mit Vergangenem kurzer Hand zu brechen; lieber wird in mehr oder minder erkennbarer Weise
angestiickelt als neu gebaut. So wird uns in Agypten jene Beziehung zur einfachsten Operation,
zur Addition, anch in einem schon viel weiter fortgeschrittenen Stadium nicht verlassen und sich
als die innere Ursache der grofen Umstiindlichkeit des égyptischen Rechnens erweisen. Die moderne
Gliederung d#gyptischer Mathematik nach ,Rechnungsarten und Disziplinen wird damit hinfillig,
wiithrend die Mannigfaltigkeit der ifigyptischen Terminologie nun verstiindlich ist: Bei der inneren
Einheitlichkeit aller mathematischen Methoden kann die Bezeichnung nicht wie bei uns an diese an-
kniipfen, sondern richtet sich vielmehr nach dem speziellen éufierlichen Charakter des Problems,
eine Tendenz, die natiirlich durch die wesentlich praktische Einstellung des Agyptertums nur noch
verstirkt wird.

Nach Feststellung dieser Grundlagen wird es notwendig sein, in der oben gekennzeichneten
Richtung die weitere Entwicklung zu verfolgen. Insbesondere beabsichtige ich in einer anschliefenden
Arbeit das weitere Material des mathematischen Papyrus Rhind und der iibrigen Quellen zu verwerten.
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Die agyptische Bruchrechnung.

Das Ziel des Folgenden ist es, den Aufban der #gyptischen Bruchrechnung, insbesondere die
Stammbruch-Zerlegung, mit der sich der erste Teil des Papyrus Rhind beschiftigt, aufzukliren.
Es soll gezeigt werden, daB es tatsiichlich méglich ist, aus der scheinbaren Willkiirlickeit dieser
Rechnungen eine einfache Entstehungsgeschichte heranszulesen.

§ 1. Vorbemerkungen.

Fiir das Folgende wird ein Begriff von grofiler Bedeutung: Die Menge der ,natiirlichen Briiche“,
Hierunter fasse ich alle jene Briiche zusammen, die im téglichen Leben eine ebenso individuelle
Rolle spielen, wie die ganzen Zahlen, also z B. das Halbe, das Drittel u. s. w. Den Gegensatz
hierza bilden die ,algorithmischen Briiche“, die nur als Konsequenzen des Rechnens anftauchen,

wie etwa _glﬁ Ich will nun hier, wo dieser Begriff sogleich in eine ganz bestimmte Beziehung

zur Bruchrechnung treten wird, versuchen, eine kurze Skizze seiner Entwicklung zu geben, wie
sie mir jetzt im Zusammenhaug mit dem Folgenden am wahrscheinlichsten scheint; ich bin mir
aber wohl bewunfBt, daf damit nur ein Rahmen gegeben sein kann, den auszufiillen die Aufgabe
einer speziellen Untersuchung sein muf.

Als #lteste Gruppe von ,natiirlichen Briichen® méchte ich 1/2, 1/3, 1/4 und die zugehdrigen
Komplementbriiche 2/3 bzw. 3/4 ansehen. Die letzteren sind die beiden einzigen Komplementbriiche,
denen auch in der hieroglyphischen Schrift (wenigstens in der iltesten Zeit) besondere Zeichen zu-
kommen?). Die Einfiigung des Gebietes der ,gebrochenen Zahlen* in die iibrige Mathematik ge-
schieht nun, wie wir sogleich sehen werden, durch sinngemiiie Ausdehnung des fiir die ganzen
Zahlen iiblichen dyadischen Schemas. Das Einsetzen dieses Algorithmus #ufiert sich darin, daf
die natiirlichen Briiche einerseits in bestimmter Weise geordnet, andererseits um einige neue
vermehrt werden; geordnet in so ferne als nun die Briiche als enger zusammengehtrig zu be-
trachten sind, die sich dyadisch aneinanderreihen lassen, d.h durch fortgesetztes Halbieren, oder
riickwirts gesehen, durch fortgesetztes Verdoppeln, aus einander hervorgehen; womit sofort eine
. Erweiterung des Bruchgebiets verbunden ist. So entstehen aus dem urspriinglichen Komplex zwei
Grappen von Briichen, die ich kurz als die ,1/2-Reike* und die ,1/3-Reile® bezeichnen will: die
,1/2-Reihe“ ausgehend von 1/2, 1/4, iiber 1/8 fortschreitend zu 1/16, 1/32 usw.?2), die ,1/3-Reihe®
bestehend aus 2/3, 1/3, 1/6, 1/12 usw. Man sieht: der Komplementbruch 84 fiigt sich nicht mehr in
dieses Schema ; in der Tat verschwindet er schon in sehr frither Zeit aus der Schrift %); 2/3 tritt dagegen

1) Uber diese Ausnahmestellung von 2/3 und 3/4 vgl. Sethe [1], 8. 9111, 8. 98, ebenso S. 81f.
2) Uber 1/82 (,der neue Teil*) vgl. Sethe [1], 8. 79 £
3) Vgl. Sethe [1], S. 98,




Otto Neugebauer papers - Box 14 - Publications - Volume 1, 1925-1927 - No. 4: Die Grundlagen der égypfischen
From the Shelby White and Leon Levy Archives Center, Institute for Advanced Study, Princeton, NJ, USA

6 Die ﬁgyptlsche Bruchrechnung.

vor 1/3 im Gegensatz zu der urspriinglichen auf das Zihlen begriindeten Reihenfolge, wie sie noch
in der Sprache erkennbar geblieben ist — wird doch 1/3 mit ,» 1% 2/3 mit ,r 2¢ bezeichnet Y. In
der Mathematik, d. h. beim Rechnen, das ja die Ursache dieses Vorganges bildet, wird die Reihen-
folge 2/3 — 1/3 dermaBen die herrschende, daB 1/3 immer nur durch Halbierung des fiir 2/3 be-
rechneten Wertes gefunden wird ?). Schlieilich erhilt 1/6 keine selbstindige Rolle und tritt gleich-
wertig etwa neben 1/123),

Damit haben wir ein Stadium der Entwicklung erreicht, wie es dem Papyrus Rhind zu
Grunde liegt; fiir diesen werden wir speziell als ,1/2-Reihe“ etwa die Briiche 1/2, 1/4, 1/8 als
»1/3-Reihe“ 2/3, 1/3, 1/6, 1/12 zu verstehen haben, eine Abgrenzung, die sich einfach durch die damit
erzielten Ergebnisse (vgl. § 2 und § 7) rechtfertigen 1ift. Eine Festlegung des Bereiches der natiir-
lichen Briiche in verschiedenen Epochen muB sich vor allem auf eine Untersuchung der gleich-
zeitigen Metrologie (etwa nach dem Vorbilde von Griffith [2] und [3]) stiitzen. Man wird aber
nicht vergessen diirfen, daB die Entstehung der Rechnungen, welche im Papyrus Rhind (wenigstens
in den in §2 und §6 zu besprechenden Teilen) enthalten sind, einer ganz wesentlich friiberen Zeit
entstammen konnen, als die effektive Abfassung des Papyrus selbst (etwa Dyn. XII). Von grund-
sitzlicher Bedeutung bleibt fiir uns nur, daB das Gebiet der natiirlichen Briiche eine Unterteilung
erfihrt, die durch eine Art von mathematischem Schematismus bedingt ist und damit von dem ur-
spriinglichen Bereich zu dem der ,algorithmischen“ Briiche iiberleitet.

Neben den beiden Bruchreihen spielen die iibrigen Briiche nur eine sehr sekundire Rolle,
wenn sie auch im Prinzip noch den natiirlichen Briichen zuzurechnen wiren. Der Bruch 1/10 ist
zwar durch das dezimale Schriftsystem ausgezeichnet und kommt auch tatsichlich als Bruchteil bei
MaBgrofien?), sowie beim praktischen Rechnen vor®); aber in der mathematischen Entwicklung als
solcher treten weder 1/10 noch das Doppelte, 1/5, besonders hervor. Ganz Ahnliches gilt auch von
1/7 oder 1/9. Die Ursache dieser Erscheinung liegt in der dominierenden Rolle, die dem dya-
dischen Algorithmus in der dgyptischen Mathematik zukommt. Sie ist etwa vergleichbar mit der
Bedeutung des Dezimalsystems in der Gegenwart; der hohe Glaubenseifer, mit dem ihm angehangen
wird, wenn auch nicht gerade auf Grund mathematischer Sachkenntnisse, mag vielleicht auch fiir
sein dgyptisches Seitenstiick kennzeichnend sein.

Ich schliefe diese Vorbemerkung mit der Einfihrung einiger Bezeichnungen, die ich im Fol-
genden verwenden werde.

1) Vgl auch Sethe [1], S.96f, wonach 2/3 wahrscheinlich eine Dualform ist. Vgl. Gunn [2], 8. 126 (zu P. 15)

2) Die Bemerkung von Griffith [4], Text 8. 16: ,1/3 could only be reached through halving 2/3¢ mochte ich aber da-
durch modifizieren, daB ich auf das ,konnen“ nicht solches Gewicht legen mochte. Vegl. auch § 4.

8) Man konnte vielleicht versuchen 1/2, 1/3, 23 fiir sich zu einer noch alteren Gruppe zusammenzufassen und damit
die besondere Bedeutung von k&b (sowobl fir ,1/4%, wie fir ,rechnen“) in Zusammenhang zu bringen, etwa als Andeutung
des hier zuerst auf das Bruchgebiet angewandten Algorithmus. Gerade der Umstand, daB 1/3 und 2/3 mit » 1 und
r 2 bezeichnet werden, d. h. unter Verwendung des Wortes » (Mund), das dann fiir alle Stammbriiche in Gebrauch
kommt, scheint mir darauf binzuweisen, daB die Bezeichnungen von 1/3 und 2/3 einer andern Epoche angehiren wie die
der fibrigen Briiche. Sonst wire ja eine Inkonsequenz der Bezeichnungen wie r 1 = 1/3, r 2 = 2/3, aber 7 5 = 1/5 usw. ganz
unverstindlich. — Eine entsprechende Verinderlichkeit im Laufe der Zeiten besteht auch im Bereiche der ganzen Zahlen
(vgl Selte [1], S. 11 f). Nach unten verfolgt hat vielleicht der Ausdruck des Plurals durch Dreimalsetzen (spater

:] fiir ‘TT:] d. h. ,die Gotter” analoge Bedeutung. Das ist selbstverstindlich spater in Vergessenheit geraten (Sethe
111

[1], 8. b1, Anmerkg. 1).

4) Vgl. z. B. die Tabelle bei Griffith [3], 8. 410/11.

5) Z. B. Spiegelberg [1], S. 10/11. — Auf die Aufgaben No. 1 bis 6 des Pap. Rhind (Peet [1], 8. 50 f) werde ich
in einer spiiteren Arbeit zuriickkommen.

Die fgyptische Bruchrechnung. 7

Die Grundaunfgabe der #gyptischen Bruchrechnung bildet ‘die Zerlegung eines »Zemischten
Bruches in ,Stammbriiche*, also, mit Riicksicht auf die dyadische Multiplikationsmethode der
Agypter, die Aufgabe das Doppelte eines Stammbraches in einer andern als der trivialen Form
1/n+1|n zu schreiben. Wenn also demnach fiir den fHgyptischen Bruchbegriff eine Unterscheidung
von ,Zihler” und ,Nenner“ unwesentlich wird, so will ich mich doch dieser und iihnlicher moderner
Termini bedienen, um nicht zu igyptischer Umstindlichkeit gezwungen zu sein, was aber nie in
sachlicher Hinsicht miBverstanden werden darf. — Wie schon dort bemerkt, ziihle ich auch 2/3 im
allgemeinen zu den Stammbriichen.

In dhnlichem Sinne spreche ich auch von ,Tabellen®, insbesondere von der ,2/n-Tabelle*, in
welche ich die ersten Rechnungen des Papyrus Rhind zur Zerlegung von Briichen der Form 2/n
in eine Summe von Stammbriichen zusammenfasse'). Ebenso werde ich auch von einer ,2/3-Tabelle®
oder einer ,Erginzungstabelle reden, will aber dabei die Frage unerirtert lassen, wieweit eine
solche Bezeichnung mit dem iigyptischen Empfinden iibereinstimmen wiirde; daf aber z. B. in den
auf 1/10 beziiglichen Beispielen No. 1 bis 6 des Papyrus Rhind der Fall 10-1/10 = 1 nicht iiber-
gangen wird, spricht doch wohl fiir einen gewissen tabellarischen Charakter solcher Rechnungen.

SchlieBlich will ich in diesem ganzen Kapitel eine Schreibweise anwenden, die sich im Ver-
lanfe der Arbeit als sehr niitzlich herausgestellt hat. Ich werde néimlich in Anpassung an das

Agyptische an Stelle von % immer a schreiben, auBer wenn ich mit diesen Grifien im modernen

Sinne gerechnet wissen will*). Dagegen soll die additive Verkniipfung, um eine Verwechslung mit
unserer Multiplikation zu vermeiden, durch ,+“ besonders gekennzeichnet werden®).

Fiir den Bruch 2/3 verwende ich das besondere Zeichen 3; ich schreibe also beispielsweise
3+8 — 1. — Einige weitere Bezeichnungen sollen an spiterer Stelle hinzugefiigt werden,

§ 2. Der erste Teil der 2/n-Tabelle.

Den Ausgangspunkt der weiteren Untersuchung bildet die folgende Uberlegung: bei dem
additiven Grundcharakter der dgyptischen Mathematik, bei dem Fehlen einer selbsténdigen Division,
kann man zu einem Verstindnis der Bruchrechnung nur dadurch zu gelangen hoffen, daf man ver-
sucht, anch sie von einem additiven (esichtspunkt aus zu erkliren. Dabei wird man erwarten
diirfen, dafi die Eingliederung der Bruchrechnung in die iibrige Mathematik miglichst schematisch
vorgenommen wurde, also insbesondere, soweit als moglich, nach der ,dyadischen“ Methode.

Uber die begrifflichen Grundlagen der Stammbruchzerlegung habe ich schon in Kapitel I
gesprochen und darauf hingewiesen, daB eine Zerlegang 27 = #n+ 7 als ,trivial* von vorneherein
nicht in Betracht kommt. Wie wird man sich also zu helfen suchen, wenn man das Doppelte eines
Stammbruches mit Hilfe beispielsweise zweier anderer Stammbriiche darstellen will? Kann man

1) Plate A bis D bei Peet [1] (abgesehen vom Titel); Kommentar 8. 33 ff,

2) Ich michte auf die groBe suggestive Kraft hinweisen, die einer solchen AuBerlicheit innewohnt. Erst durch
diese Schreibweise und die der dgyptischen Art angepaBte Verwendung von zweierlei Tinte konnte ich es vermeiden,
dauernd in den uns gewohnten Algorithmus zuriickzufallen. Statt dessen habe ich natirlich immer wieder die Schreib-
und Rechenfehler gemacht, die uns auch im Pap. Rhind begegnen. Es ist ja oft auf deren Fille hingewiesen worden;
aber nach allem was wir sonst von der Flichtigkeit agyptischer Schreiber gewohnt sind, und nach meiner eigenen FEr-
fahrung iibersteigen sie sicher nicht das zu erwartende MaB. Eine nicht sehr sorgfiltig gesetzte erste Fahnenkorrektur
einer mathematischen Arbeit ist meist nicht viel besser zu bewerten als die Leistung des alten Schreibers.

3) Die jeder Systematik Hohn sprechende Bezeichnungsweise, wie sie allmiihlich in Arbeiten zur Geschichte ﬁer
Mathematik iiblich geworden ist, findet sich leider auch in dem sonst so ausgezeichneten Werke von Peet. So soll

2 1

1? . % heifen : (1—{—72

— 3

1 . > 1
)—[— Y und dies unmittelbar neben w -+ 1B
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vielleicht dadurch zum Ziele kommen, daB man das ,Verdoppeln® der Multiplikation sozusagen nach
der anderen Seite fortsetzt, d. h. von 27, wenn schon nicht zn dem ,trivialen® Bestandteil #, so
doch zu dem niichsten Gliede der dyadischen Kette, niimlich 27 iibergeht? Ein solches Fort-
setzen des dyadischen Schemas ist ja auBerdem etwas von allem Messen und Wiigen ganz Ver-
trautes. Kann man also 27 etwa aus 27 und einem geeigneten andern Stammbruch so zusammen-
setzen, wie man dies mit 32 und 2a-+1la zn tun gewohnt ist? Nur werden jetzt Briiche an die
Stelle der ganzen Zahlen treten miissen '), die einfachen Elemente, die ,natiirlichen Briiche, werden
zum Aufbau der komplizierteren dienen.

Soll ein solches Verfahren zum Ziele fiihren, so muf 27 — 2% + m werden, wo i irgend einen
geeigneten Stammbrach bezeichnet. Machen wir uns klar, was dies fiir den Agypter bedeutet.
Fiir jedes bestimmte n bewegen wir uns im Gebiete der ,n-tel“ als Objekte des Zihlens. Soll nun,
um zu 2% zu gelangen, ein solcher Bruch verdoppelt werden, wihrend man andrerseits versucht
mit 27 zu operieren, so handelt es sich also um den Aufban der Anzahl 2 dieser » aus zwei
Bestandteilen, nimlich 2 und 1+2. Soll aber die Zerlegung von 27 nicht doch in die ,triviale®
9% = 2 +n+2n = n+n zuriickfallen, so mufl der Ausdruck (1+§)T¢ fiir sich allein — ich
nenne ihn kurz den ,Erginzungsterm® im Gegensatz zu dem , Hauptglied* 2 ?) — zu einem Stamm-
brach 7 fiihren. Oder #gyptisch ausgedriickt: 2n d. h. das Doppelte eines n-tels, ldft sich dann
als Summe von zwei Stammbriichen darstellen, deren einer 27, d.h. die Hilfte dieses n-tels, ist,
wenn man einen Bruch 7 so finden kann, daf 142 — m-n also das n-fache dieses m-tels wird.
Mit einer derartigen Relation beginnen in der Tat die simtlichen Rechnungen zur ,2/n-Tabelle®
des Papyrus Rhind $).

Lassen wir aber zoniichst die #gyptische Rechenweise beiseite und fragen uns, wann iiber-

haupt eine solche Methode zu einem Ergebnis fiihren kann. Um —’21— in der Form —2% +$ dar-

stellen zu kionnen, muf 3

B

n 2n 2n n
werden, d.h. es muB n durch 3 teilbar sein. In Tafel I habe ich die 2/n-Tabelle des Papyrus
Rhind, die von n = 5 bis n = 101 liuft, wiedergegeben?); ihr entnimmt man, daB die obige Zer-
legung in allen Fillen, wo sie iiberhaupt moglich ist, ausnahmslos angewandt wird®). Damit sind
also die Zahlen n = 9, 15, 21, 27, 38, 39, 45, 51, b7, 63, 69, 75, 81, 87, 93, 99 erledigt.

Ohne vorerst wieder auf die #gyptische Ausdrucksweise zuriickzukommen, will ich sogleich

den einmal eingeschlagenen Weg weiter verfolgen. Soll eine Zerlegung mit Hilfe des niichsten

1) Wie weit die Gleichartigkeit in der Behandlung von ganzen Zahlen und Briichen geht, zeigt z B. Pap. Rhind
No. 61b, wo es heiBt, man solle das zweifache und sechsfache von 1/5 nehmen (i B[r]-k sp-f 2 spaw 6-f) um 2/3 von
1/6 zu erhalten (statt das 1/2 fache bzw. 1/6 fache).

2) Die Bezeichnungen ,Hauptglied® und ,Erginzungsterm® werde ich ibrigens gelegentlich auf die entsprechende
Zerlegung der Zahl 2 selbst (also hier 3 bzw. 11 2) anwenden. Insbesondere gilt dies fir die Tafeln.

3) Dies gilt auch fir 2/3. Die Bemerkung von Peet ([1] S. 88) ,No proof is necessary® ist unrichtig und beachtet
nicht die 2 im Original. Sowohl der Papyrus Rhind wie die Kahun-Papyri geben hier 3 3 2 an und dieses steht in
genauer Parallele zu den ,Beweisen®, wie sie in ganz stereotyper Form in den Kahun-Papyri gegeben sind, z.B.
58 1 -{—ﬁ 16 3, was sowiel heift wie

i
I
Qo)
+
&
=
(-]
Il
+
3“
o
=
I
L=-1|
o

Ganz ebenso bedeutet 3 3 2
e —::}—' denn B = 2§

4) Vgl. die Tafeln am Ende der Arbeit. Teilbarkeit durch 8 heift also Hauptglied 2 und Erginzungsterm 1-- 9,
5) 3 bleibt unzerlegt. Uber die Zerlegung 3 = 246, die sich ebenfalls unserer Regel figt, vgl. spater (§ 6).

nung
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Bruches der 1/2-Reihe, mit 4, méglich sein, d. h. soll

. 2n = dn+m
sein, so mufl also
N Bty Sl £
W N AR

d.h. n durch 7 teilbar werden. Wie Tafel I zeigt, ist diese Zerlegung unter den noch iibrigen
Zahlen angewandt bei 7, 49, 77, nicht aber bei n = 35 und 91, zwei Zahlen, die wir als Agus-
nahmezahlen® zu bezeichnen haben; in § 6 werde ich noch aunf sie zuriickkommen. ;
Geht man in der 1/2-Reihe noch um einen Schritt weiter, d. h. versucht man 8 zur Bildun
des Hauptgliedes zu verwenden, so erhilt man nichts Neues, da man nur auf Teilbarkeit durch lg
gefiihrt wird, was also bereits durch den ersten Fall umfaBt wird. Auch fiir 16 gilt Entsprechendes
Die Zerlegung in Stammbriiche war bisher nach dem Prinzip erfolgt, das fiir die ga.nzet;
Zahlen iibliche Schema mutatis mutandis auf das Bruchgebiet auszudehnen, wobei die Briiche der
1{2-I§eih_e di_e Rolle der voranstehenden ,Kennziffern® iibernahmen : statt mit 2, 4, 8 rechnet man eben
mit 2, 4, 8. Aber dieses Verfahren findet mit dem Gebiete der natiirlichen Briiche seine Grenze:
man hat nicht die mathematische Tendenz etwa rein dyadisch zu entwickeln, sondern man wﬂl
kompliziertere Bildungen mit Hilfe einfacherer ausdriicken, wenn es sich auch nicht ganz vermeiden-
lift, das Gebiet des ,Algorithmischen“ zu betreten. Der Bereich der natiirlichen Briiche ist aber
mit der 1/2-Reihe nicht erschopft; neben sie tritt noch die 1/3-Reihe, diesmal sogar im engeren
§inni verstanden, da 3 wegen seines Zihlers 2 nicht als Hauptglied in Betracht kommt. An 2z
4@, 8@ schlieBen sich also nun Zerlegungen mit 37, 67, 12 7. :
Ein Hauptglied 37 filhrt wegen

2 1 b 1

m 8m 3n m
a.uf Teilbarkeit von n darch 5. In der Tat sind 5, 25, 65 und 85 so zerlegt, wiihrend 55 und 95
einstweilen noch ,Ausnabmen® bleiben. Das Rechnen mit 6% verlangt Teilbarkeit durch 11, wofiir
nar noch 11 selbst und eben 55 iibrig sind. In der Tat sind beide Zahlen so behandelt; 55 ist

a.l.so nur von der Zerl_(_eig'ung mit 3 in die mit 6 geraten. Schlieflich ergibt das Hauptglied 127
die Zerlegung von 2-23 wie es anch sein soll.

Wir haben nun beide Reihen natiirlicher Briiche erschiopft; die erste Tabelle in Tafel IT
stellt die zugehirigen Fille nochmals zusammen.

Es liegt auf der Hand, wie man jetzt weiterzugehen hat. Wie beim Rechnen mit ganzen
Zahlen faft man die einfachsten Elemente additiv zusammen und sieht nach, was sich derart aus-
driicken 146t. Man wird also versuchen etwa

27 = 2n+44n+m
zu bilden. Der Stammbruchcharakter des Erginzungsterms 7 verlangt dann wegen

3_(_1_+1 wotgh roiby
n 2n 41;)_52.;

Teilbarkeit von durch 5. Ein solches n gestattet aber bereits die einfachere Zerlegung mit dem

Hauptglied 37. Dagegen liefert 47+ 8% die Zerlegung von 2-13. Untersucht man in dieser

Weise alle durch Kombination von zwei Gliedern der 1/2- und 1/3-Reihe zu erhaltenden Fille, so

ergibt sich die zweite Tabelle von Tafel II. Wie man aus dieser entnimmt, ist eine Reihe von

Fiillen bereits durch Tabelle I iiberfliissig geworden, dagegen werden erst jetzt die Zahlen 13, 17

19, 37 und 41 erfaft. Dazu kommt noch 295, das mit einem Hauptglied 4954 6-95 zerleg;:
2




Otto Neugebauer papers - Box 14 - Publications - Volume 1, 1925-1927 - No. 4: Die Grundlagen der &gyptischen Bruch
From the Shelby White and Leon Levy Archives Center, Institute for Advanced Study, Princeton, NJ, USA

10 Die #gyptische Bruchrechnung.

wird an Stelle des einfacheren 3.95. Damit ist also auch die zweite Ausnahmezahl aus Fall I 4)
untergebracht. Dagegen erscheint 43 (zu 8412 gehdrig) als Ausnahmezahl; es ist eben 8412
schon eine ziemlich extreme Kombination!?).

Im Prinzip kénnte man noch weiter gehen und dreifache Hauptglieder verwenden. Dabei
zeigt sich aber, daB von den 20 miglichen Kombinationen nur vier (oder streng genommen nur
zwei) nicht schon in den fritheren Fillen enthalten sind. Es ist dies einerseits die Zerlegung

2.2 — 2.294+8.2946-294+ (1 +6+24)29,

sowie die beiden weiteren mit 2 +8+12 bzw. 448 +3 im Hauptglied, die auf # = 31 fiihren,
aber beide nicht angewandt sind; das Durchprobieren solcher dreigliedriger Ausdriicke setzt eben
schon zu viel Systematik voraus. Wir miissen also auch 31 den ,Ausnahmezahlen® zuziihlen.
SchlieBlich erscheint noch die Summe

2.101 = 2.101+3-101+6-101 +101,

die der ,trivialen“ Zerlegung iquivalent ist, da ja gerade die Relationen 246 = 3, 3+3=1
dem Agypter ganz geliufiz sind. Offenbar gingen hier alle Hilfsmittel zu Ende; in der Tat hat
_das bisher geschilderte Verfahren jetzt seine Grenzen erreicht; die noch fiibrigen Zahlen sind diesem
Schema nicht mehr zuginglich?).

Fassen wir unsere, zuniichst rein #uferlichen Ergebnisse zaosammen, so kinnen wir sagen:
Soweit es iiberhanpt moglich ist, erscheint das angegebene Verfahren angewandt®); nur vier wirk-
liche Ausnahmen, ndmlich » = 31, 35, 43 und 91 sind zuriickgeblieben. Aber von selbst ist noch
eine zweite Gruppe von Zahlen ausgesondert, nimlich 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 und 97,
also 11 Zahlen, die ich — zusammen mit den vier anderen — kurz als die , Ausnahmezahlen® be-
zeichnen will?). In § 6 werde ich noch auasfiihrlich auf sie zuriickkommen.

Unsere niichste Aufgabe wiire es jetzt, wenigstens fiir den soeben besprochenen Hauptteil
der 2/n-Tabelle, die Frage zu beantworten, wie sich fiir den Agypter eine Rechnang vollzog, die
hier zuniichst ohne besondere Riicksicht anf dgyptische Denkweise dargestellt wurde. Aber zu ihrer
Behandlung miissen erst weitere Eigentiimlichkeiten der #gyptischen Bruchrechnung beriicksichtigt

werden, denen ich mich nun zuwende.

§ 3. Die erste Art von sim-Rechnung.

Um 7 viermal zn nehmen, fiihrt der Agypter die folgende Rechnung aus:

1 i
2 14
s 4 28,
1) Uber die Rolle von 12 vgl. anch § 7.
2) Gunn ([2], S. 128 f.) meint, daB diese Zerlegung von 1§1 vielleicht das Muster fir alle weiteren Zerlegungen

(iiber 99) abgegeben habe, was mir in der Tat sehr gut miglich zn sein scheint.

3) Es sind dies 34 Zerlegungen von 49 iiberhaupt.

4) Zufillig (d. h. mit guten mathematischen Griinden) sind diese 11 Zahlen simtlich Primzahlen. Es ist aber
Ilar, daB dieser Begriff in Agypten noch keine Rolle gespielt hat. — Fine solche, sich von selbst ergebende Ausnahme-
stellung gewis.ser Primzahlen hat vielleicht auch Eisenlohr, der bereits die Teilbarkeitseigenschaften der Bruchnenner
untersucht hat (vgl. Eisenlohr [2], 8. 12ff, 8. 28 ff, allerdings ohne jede Beziehung zu dem dyadischen Verfahren) dazu
verleitet, die Primzahlen iiberhaupt besonders zu betrachten. Es ist dies ein volliges Verkennen historischer Mig-

lichkeiten.

Die #gyptische Bruchrechnung. 1
wo die ,Kennziffern® links abziihlen durch wievielfaches Setzen der ersten Zahl (hier 7) — ich
mijchte sie geradezn als ,neue Einheit® bezeichnen — die Zahlen jeder weiteren Zeile aus der

ersten entstanden sind. Gehen wir nun zum Gebiet der Briiche iiber, so stehen z. B. 28, 14, 7 zu
einander in der Beziehung, daf die Verdoppelung von 28 zu 14, die von 14 zu 7 fiihrt; die
Reihenfolge derabzihlenden Kennziffern hat sich alsojetzt umgekehrt; 28 wird
zur Linheit, 7 erhdlt das Gewicht 4. Wir bewegen uns damit nicht auf dem Gebiet rein theo-
retischer Uberlegungen: die Rechnungen des Papyrus Rhind enthalten in der Tat mehrfach solche
den eigentlichen Kennziffern entgegenlaufende Zahlenreihen, die ich von nun an als , Hilfszallen®
bezeichnen werde!) und (in Nachahmung der besonderen roten Schrift im Papyrus) durch fette
Typen hervorhebe?). Dann haben wir also

1 7 4
2 14 2
4 28 1.

Es ist hiernach klar, dafi im Prinzip der Bruch mit dem gréBten Nenner die Hilfszahl 1 erhilt; wir
werden aber bald sehen, in welcher Weise von dieser urspriinglichen Regel abgewichen wird. —
Aber auch im praktischen Leben kann man die Bedeutung dieser Hilfszahlen - Rechnung erkennen.
Wie Lepsius?®) gezeigt hat, werden die Monatstage derart mit Hilfe von Stammbriichen ansgedriickt,
daf 1/30, d. h. ein Tag, zur Einheit des Zihlens wird (dem also die Hilfszahl 1 zukommt). Dann
bedeutet z. B. 3 4+ 10+ 30 den 24., was nach Einfilhrung der Hilfszahlen 20 +3 + 1 ganz evident
ist; ebenso ist durch 3+15 d. h. 10 4 2 der 12. Tag gegeben?).

Ohne mich an dieser Stelle mit Fragen aufzubalten, die sich an das Rechnen mit Hilfszahlen
kniipfen, wende ich mich jetzt einer Gruppe von Rechnungen des Papyrus Rhind zu, die Peet als
pfirst group of completions (sim)“ zusammenfafit, und die nach der Eisenlohr'schen Zihlung die
Nummern 7 bis 20 tragen®). Dabei werde ich zunichst von den Hilfszahlen abschen, um sie danach
um so entscheidender heranzuziehen.

Ich beginne mit Nr. 11. Dort steht

Nr. 11 verbessert: 14

W DO| =
&l
ool w| =1

H |

Summe 4;

18 in 28 zu verbessern ist unterlassen, aber die Summe ist richtig mit 4 angegeben®). Modern aus-

. angegeben.

Hieran schliefen sich nun einerseits Nr.7,7b, 10 und 9, andrerseits Nr. 12, 13 und 14, 15.
Nr. 7 und 7b7) laoten

gedriickt haben wir also hier die Berechnung von (1—1«2‘2—'+i)l

1) Hultsch [1] redet von ,Hilfseinheiten.

2) Ich setze sie allerdings zur Platzersparnis meist rechts, nicht unter die zugehdrigen Zahlen.

3) [1], insbesondere S. 102 ff. — Ich verdanke Prof. Sethe den Hinweis auf diese Arbeit.

4) Ahnliches gilt far die Einteilung der Elle. Interessant ist hier die Abweichung im Fall des Komplementbruches
23/24, der ,23% statt ,3 -+ 6 4 8% heiBt (Lepsius [1], S. 108f.).

5) Fir den lieratischen Text vgl. Eisenlohr [1], Tafel IX. — Diese Aufgaben enthalten iibrigens besonders viele
Flachtigkeitsfehler, auf deren, meist schon von Peet gegebene Verbesserung ich aber doch eingehen muB. Im allgemeinen
gebe ich dann die Rechnungen immer in ihrer richtigen Form wieder. Eine Zusammenstellung findet sich auf Tafel 1IL

6) Vgl Peet [1], S. b5.

7) Sie unterscheiden sich nur durch Weglassung einiger Hilfszahlen in 7 b.
9k
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1 4428
Nr. 7,7b 2 8+ 56
4 164112
Summe 2

44 28 ist die der 2/n-Tabelle entsprechende Zerlegung von 2/7,
(1 +%+%)% vor uns haben. Dazu kommt noch Nr. 10 mit

428
Nr. 10

B D] =

4
i
9 (sic)
Summe 2
also, abgesehen von Schreibfehlern?’) nochmals dasselbe Ergebnis.
Schlieflich Nr. 9
2410
4+20
8450

Summe 1.

Das Erscheinen einer Summe 1 verlangt eine Verbesserung?) in
2414
4428
8+ 56

Summe 1

Nr. 9

[N ]

W~ DO =

also in (1 +~21~+;)§-
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so daB wir hier das Resultat von

Wie wir bisher 1/7, 2/7, 4/7 aus einander abgeleitet haben, so handeln Nr. 12, 13 bezw. 14,

15 von 1/14 und 1/28.
Nr. 12 lautet

Nr. 12

| DO =

36
Summe 8
mufl also eigentlich e

14

28

56
Summe 8

| b =

1,11

9 verbessert: 14
28 (verbessert aus 18)

heifien ) und handelt von (1 +5+ 4) ii in direktem Anschluff an Nr. 11.

Nr. 13 dagegen o ol
16 +112
324224
64+ 448

Summe 8

Nr. 13

W] DO| =

ist aus Nr. 7 (welche sich auf 2/7 bezog) durch Vervierfachung der Nenner entstanden.

1) Vgl. Peet [1], 8. 55.
2) Peet [1], 8. 55.
3) Peet [1], 8. 56, Vgl auch Nr. 14,

Die #igyptische Bruchrechnung. 13

An Nr. 12 schlieBt sich Nr. 14 mit

1 18

Nr. 14 9 36
4 72

Summe 16.

Es ist originell zu sehen, wie die Verdoppelung ganz schematisch vorgenommen wurde: der An-
fangsfehler 1 9 aus Nr. 12 ist einfach hierher iibernommen, obwohl das Resultat richtig dasteht.
Nr. 14 sollte némlich lauten ?) LY
28
56
112

| po| H

1

5 +}T) - an. Dasselbe leistet wieder Nr. 15 im Anschluf an Nr. 13

und gibt (1 i -

[y

324228
64 -+ 456
128+ 912
Summe 16.
Der Text bemerkt hierzu ,falsch und hat recht damit; es sollte 224 statt 228 heifen. Dann
ergibt sich )

Nr. 15 2
1

1 32+ 224
2 64 4 448
4 1284896
Summe 16.
Damit haben wir also folgende Tabelle gewonnen: (1 +%+é) wird kombiniert in
Nr. 9 mit 4/7
Ne. 7,770,310 ., &
Nr. 11 .17
Nr. 12, 13 iR
Nr. 14, 15 » 1/28.

Die eben dargelegten Zusammenhiinge lassen sich aber noch weiter verfolgen, sobald man
die bisher beiseite gelassenen Hilfszahlen beriicksichtigt, die sich bei einigen dieser Rechnungen
finden. Gehen wir nochmals zn Nr. 7 zuriick, so lautet diese Rechnung ausfiihrlicher so:

1 4 + 28
7 1

2 8 + b6 s W
d "398 712
1+2+4 14

Die erste Zeile enthilt also gerade solche Hilfszahlen, wie sie nach den einleitenden Bemerkungen
dieses Paragraphen als urspriingliche anzusehen sind, niimlich ganz e Zahlen. Die weiteren Zeilen

1) Peet hat die Notwendigkeit dieser Korrektur iibersehen. — Indessen hat auch Gunn in seiner ausfihrlichen
Anzeige von Peet’s Edition diese Verbesserung vorgenommen ([2], S. 129 f.). Uberhaupt hat Gunn die Zusammengehorigkeit
der einzelnen Rechnungen dieser Gruppe in der Reihenfolge erkannt, wie ich sie im Folgenden angebe. Gunn's Arbeit ist
mir erst nach AbschluB meiner eigenen bekannt geworden.

2) Peet [1], 8. 56.
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gehen dann aus dieser ersten, samt ihren Hilfszahlen, durch schematische Ausfithrung des
Halbierens hervor, wie es die Kennziffern 2 und 4 angeben. Wir sehen also hier ganz deutlich
vor uns, wie der dyadische Algorithmus von einem einfachen Ausgangspunkte aus zu neuen
Bildungen iiberleitet. In Nr.7b ist diese Rechnung nochmals wiederholt, nur sind die Hilfs-
zahlen der beiden ersten Zeilen vergessen. Aber wir kinnen mehr sagen: an Stelle von Nr. 7b
sollte eine andere Rechnung stehen, die uns fehlt. Die Rechnungen Nr. 13 und 15 zeigen nédmlich
das folgende System der Hilfszahlen

13124 24 4 T I
Nr. 18 2+4+ 8 8 (t+e+d)

4+8+16 16

24 44 8 8
Nr. 15 Z+ 8116 16 (1+1+1)l
I. + 377 28

8+16+32 32
Man sieht: Diese Zahlen sind nicht nur Zeile fiir Zeile auseinander schematisch entwickelt,
sondern Nr. 15 als Ganzes ist die Hilfte von Nr. 13 — und diese genau ein Viertel von Nr. 7,

so wie 1/28, 1/14 und 2/7 auseinander hervorgehen '). Es fehlt also das zu 1/7 gehirige Zwischenglied
(mit Riicksicht auf Spiteres bezeichne ich es mit [Nr. 11b]):

1 8 + 56
8+2 12
ar 185 4+ I " O I |
Nr. 11b 89 L o (1 1 _)_
iy 142+4 4 tatg) 7
4 32 4 24
2+4+8 8

an dessen Stelle Nr. 7b getreten sein mag.

Nachdem so die Nummern 7, [11b], 13, 15 in eine feste Reihenfolge gebracht sind, lassen
sich nun auch leicht die iibrigen Nummern einordnen. Nr.11, 12 und 14 stehen dadurch in offen-
barem Zusammenhang, dafl sie unmittelbar von 1/7 ansgehen und nicht die Zerlegung von 2/7 wie
Nr. 7 beniitzen. Nr. 11 und 12 zeigen keine Hilfszahlen, wohl aber Nr. 14, und zwar in folgender Art

1 28 1
2 56 2
4 12 4

also in scheinbar zweckloser Reihenfolge, da sie ja mit den Kennziffern identisch sind. Beriick-
sichtigt man aber den Ubertragungsmechanismus, den wir soeben bei den anderen Rechnungen
kennen gelernt haben, so miifite durch Verdoppeln riickwiirts iibertragen Nr. 12 lauten:

1 14 2

2 28 1

4 56 2
und schlieflich Nr. 11:

1 7 4

2 14 2

4 28 1.

1) Dafl Peet dieser Zusammenhang giinzlich entgangen ist, beweist z. B. seine Bemerkung zu Nr. 13, wo er ver-
langt, man hitte 448 statt 28 als L.C.M, nehmen sollen !

echnung

Die #dgyptische Braochrechnung. 15

Hier stehen jetzt genau diejenigen Hilfszahlen, die wir bei einem urspriinglichen Schema anzu-
nehmen haben (vgl. S. 11).
neuerlich bewiesen und gezeigt, daf man wohl das Recht hat, in jeder der vorkommenden Rech-

Damit ist also die Zusammengehirigkeit der Nummern 11, 12 und 14
nungen Hilfszahlen zu erginzen. Dann sind aber auch Nr.10 und 9 sogleich an ihren Platz za
setzen. Nr. 10 ist ein drittes Exemplar von Nr. 7, withrend Nr. 9 daraus durch Verdoppelung her-
vorgeht. Die hiermit erhaltene endgiiltige Anordnung habe ich auf Tafel TII zusammengestellt.
Aber welches ist der Sinn dieser Tabelle? Gehen wir von der einfachsten dieser Rechnungen
aus: Nr. 11
handelt sich um die Kombination von 7 mit 142 + 4 oder, wenn wir uns des im vorigen P&ra—

Hier ist das Prinzip der Rechnung und ihrer Hilfszahlen noch klar ersichtlich:

graphen Gesagten erinnern, gerade um die Berechnung des zur Zerlegung von 2/7 ge-
horigen Erginzungstermes. Ich bezeichne daher unsere Tabelle als die
tabelle® zu 2/7.

Mit dieser entscheidenden Bemerkung eriffnet sich uns ein erster Einblick in die tatsiichliche
Berechnung der 2/n-Tabelle. Wie wir wissen, ist das zu 2/7 gehirige Hauptglied mit 4 zu bilden,
wiihrend etwa das Rechnen mit 2 erfolglos bleiben mufi. Die Entscheldung bringt der Erginzungs-
term; rechnet man mit 4.7 als Hauptglied, so ist dieser (1+2+4) 7. Nr. 11 zeigt, wie die
Addition der Hilfszahlen in dieser Rechnung eine Summe 7 (bezogen auf 28 als neue Einheit) er-
gibt, woraus folgt (vgl. § 4), daB 4, also ein Stammbruch, der Wert des Erginzungsterms ist. Nun
ist das Hauptglied leicht berechnet, in dem 1/4 von 7 gebildet wird, also zuniichst 1/2, dann 1/4.
Nr.12 und 14 fiihren dies durch, indem dabei die ganze Ausgangsrechnung schematisch mit-
gefitlhrt wird, was zwar wenig praktischen Wert hat, aber doch in jedem einzelnen Schritt das
Resultat bestitigt. So ergibt sich die Zerlegung 4428, Aber damit ist dem Agypter nicht ge-
nug. Ist 4428 ,,erkhch“ die Zerlegung von 2/7, so muf} sich dies auch aus den Hilfszahlen er-
geben, wie man sie verwenden miiBte, wenn 4 428 fiir sich addiert werden sollten. Dann muf
also 28 die Hilfszahl 1 bekommen, 4 die Hilfszahl 7 wie es in Nr.7 geschieht. Und nun wird die
ganze Rechnung nochmal nach beiden Seiten mit diesen Hilfszahlen durchgefiihrt!), was selbst-

» Erginzungs-

verstindlich immer wieder die Zerlegung in Hauptglied und Erginzungsterm 4 -+ (1 +24) er-
kennen ldft. Der Schlufeffekt liegt wohl in Nr. 9, wo sich 1 als Resultat der Vervierfachung der
1/7-Rechnung ergibt, wihrend die Hilfszahlensumme 28 betriigt. Solche Hilfszahlenadditionen sind
uns mehrmals erbalten; auf einen ganz Zhnlichen Fall werden wir sogleich zu sprechen kommen.

Bevor ich mich dem restlichen Teil der $km-Rechnung zuwende, will ich auf diese Be-
zeichnung selbst eingehen. skm heifit etwa ,voll machen®, ,erginzen und wird auch als mathe-
matischer Terminus in dieser urspriinglichen Bedeutung gebraucht, z. B. in der saweiten Gruppe®
von Erginzungsrechnungen (Nr. 21 bis 23), wo etwa 3 + 5 zu 1 ,ergiinzt* werden soll. Nachdem
wir die Beziehung der soeben besprochenen Rechnungen zur 2/u-Zerlegung erkannt haben, zeigt
sich, daff auch hier die Bezeichnung ,Erginzangsrechnung® villig berechtigt ist, handelt es sich ja
doch hier gerade um die Bestimmung eines ,Ergiinzungstermes* einer solchen Zerlegung: 142 4+4
erginzt das Hauptglied 4 zu 2. Wir sehen also hier bestitigt, daB sich die dgyptische Termino-
logie an den sachlichen Inhalt einer Rechnung anschlieBt, nicht aber an die spezielle mathematische
Gestalt. Andererseits werden natiirlich gerade durch solche Ausdriicke auch innere Beziehungen
fiir uns erkennbar.

1) Man hat es also hier gewissermafen mit einem Analogen zur zweimaligen Berechnung der Summe der ,geome-
trischen Reibe“ in Nr. 79 zu tun.
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Es bleibt noch iibrig, die letzten der $km-Rechnungen, d.h. die Nummern 8 und '16 ‘bis 2.0
za untersuchen. Thre Anordnung zu einer Tabelle ist auf Grund @dhnlicher Schliissje, w1e. ich sie
oben bei der 2/7-Ergiinzungstabelle ausfiihrlich dargelegt habe, leicht zu bewerkstelligen: ich habe
das Resultat in Tafel IIT, 2 angegeben. Damit ist die ,erste Gruppe* von Skm-Rechnungen des

i rade erschopft.

Papym%ﬁ::;d EZdeuttmg hal:: aber nun diese neue Tabelle? Die erste Schwierigkeit ist, .daB
14343 =2 doch nicht in einem Ergiinzungsterm fiir 2 anftreten kann. Ferner: Auf Grund des Hilfs-
zahlensystems 1, 2, 3 von Nr. 18 hat man offenbar diese Rechnung als Ausgangspunkt zu Petrach?en.
Dort wird aber mit 6 gerechnet, also mit einem Bruch eines geraden Nen:ners, was .v-weder mcl?t
zu einer 2/n-Zerlegung passen will. Aber die Verwendung des Terr.ninus §km und die Analoglz
zar 2/7-Ergiinzungstabelle lassen doch keinen Zweifel iiber eine Beziehung zur 2/n-Tabelle. Un

eine solche besteht in der Tat. )

Die 2/n-Tabelle selbst beginnt mit 3, zerlegt diesen Bruch aber nichi we_l’l_:erL so.ndef'n be-
trachtet ihn offenbar als selbstdndige Einheit; andrerseits ist die Relation 3 = 246 :ame in der
ganzen igyptischen Mathematik immer verwandte Zerlegung, auf die wir auch noch zuriickkommen

werden. SchlieBlich ist die Reziprozitit zwischen 3 und 1+ 2 eine wohlbekannte, wie viele Bei-

spiele beweisen'). o) - . b
g Wir betrachten nun den Fall einer 2/n-Zerlegung, wo mit 2 im Hauptglied, also mit 142

1
145

im FErginzungsterm gerechnet wird. Dann muB, damit die Zerlegung funktioniert, — — ein
Stammbruch werden oder, dgyptisch aufgefafit: es mub sich @ in die Form 3.7 setzen lassen; und
n = 9 ist, wie wir wissen, die erste Zahl, die (nach 3) hierfiir in Frage kommt (Tafel IT, Fall I, 1).
Nimmt man noch die Relation 3 = 2+ 6 hinzu, so entpuppt sich schlieflich unsere Tapelle als
eine zur Zerlegung von 2/9 gehdrige Ergiinzungstabelle, ganz &hnlich der zu 2/7, nur in etwas
rieben.
andere;f o:gl g::;elt von 6, d. h. von dem Ergiinzangsterm der Zerlegung 2/9 = 1/18 + 1|6 u-nd a-ls
zweites Element findet sich 2/3-1/6 = 1/9, d. h. gerade die entscheidend.e Re%ation, natiirlich in
agyptischer Art als Verifikation der Behauptung geschrieben. Welchen Sinn c'lu=T x‘-h:sde]n:u:mg1 .der
Rechnung auf 3 hat, zeigen die Hilfszahlen, die dann in der Ausgangsrechnung (.119 8 anzzah 1.ge
Folge 1, 2, 3 durchlaufen; doch will ich hierauf erst in § 4 zu.riickkomm'en, n-m hier Tncht.a]]gemem.e
Erorterungen einschalten zu miissen. Einstweilen diirfen wir also die dritte Zeile einfach bei-
seite 1*’;2:1' ergibt sich auch die Bedeutung der iibrigen Rechnungen ganz .na,ch defn I\Luste:: dt_a_.r
Tabelle za 2/7. Die Verifikation der Rechnung und ihrer Hilfszahlen beniitzt die Rela.tl.on d.= 246,
wobei wieder die Rechnungen als Ganzes entsprechend transformiert werden, was die Hilfszahlen
deatlich erkennen lassen. Zunichst Nr. 16 als ,1¢; daraus abgeleitet Nr. 8 fiir 1/2; dann Nr. 1.9
fiir 1/6 (die Summen dienen ja geradezu als Nummerierung) und durch Zusammenfassung Nr. LY ;"ur
2/3, woraus nun wieder alles dyadisch abgeleitet werden kz_a,-nn: 2/3, 1/3,'1,’2 nnd. soga.i.r noch 1/ .12, as
hier wohl nur diesem Schema seine Existenz verdankt. Uberall ist die .‘:S-Zelle die fntscfleldt?nde,
und sie gerade enthilt die Zerlegung 6418 als solche. Sobald man smh. etwas iibt, in emem
solchen Schema zu lesen, bemerkt man iiberall die schonsten derartigen Bez'le.hungen. DaE.» gerade
sie der Agypter gesehen hat, ist mir kein Zweifel; so ist es auch WO}JI' kein Zlufall,- daﬁl in Nr. 8
die Summe der Hilfszahlen gebildet wird, was eben die 9 ergibt, um die es 3101'1 hlEI‘- iiberhaupt
handelt. Man konnte diese ganze Art des Rechnens fast der Freude an Wortspielen in Parallele

1) Z. B. bei 2/21, 2/27, 2/33 usw.
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setzen, die aus der iibrigen #gyptischen Literatur wohlbekannt ist; heute wiirde man allerdings
solche Rechnungen etwas prosaischer als bloBe Identititen bezeichnen.

Damit verlasse ich die ,erste Gruppe der skm-Rechnungen®. Es folgt ihr jene zweite Gruppe,
die ich schon erwihnt habe, weil sie den Grund ihrer Benennung noch unmittelbar erkennen 146t ;
sie gehort aber nicht mehr zum Gebiet der 2/n-Tabelle. Dagegen wird man vielleicht annehmen
diirfen, daB , Ergédnzungstabellen®, wie wir sie hier fiir 2/7 und 2/9 festgestellt haben, auch noch fiir

die iibrigen Zerlegungsschemata (vgl. Tafel II) bestanden haben. Sie sind nun fiir uns, wenigstens
prinzipiell, leicht rekonstruierbar.

§4. Das Rechnen mit Briichen.

Bevor ich mich dem restlichen Teile der 2/n-Tabelle zuwende, will ich hier einige Be-
merkungen iiber das Rechnen mit Briichen und Hilfszahlen einschalten, wie es den ,Ergéinzungs-
rechnungen“ zu Grunde liegt und dann sogleich fiir die Behandlung der Ausnahmezahlen von Be-
deatung werden wird.

Ich erinnere zunichst an die begriffliche Grundlage des Rechnens mit Briichen, wie ich es schon
oben dargelegt habe: die Auffassung der urspriinglich vorhandenen natiirlichen Briiche als In-
dividuen, die Objekte des Zihlens werden. Die Anpassung an die Rechnung fithrt dann zu den al-
gorithmischen Briichen; die fortgesetzte Ausdehnung dieses Bereiches durch Bildung von Bruch-
teilen eines Bruches — oder kurz die ,multiplikative* Verkniipfung von Stammbriichen — ist ohne
weiteres ausfithrbar, da legt schon die Schrift das richtige Verfahren an die Hand. Aber lassen
sich nicht anch Summen von Briichen zu neuen Gruppen zusamenziehen, so wie aus lll ]' und : : und
I ein nener Komplex n (10) wird?

Keine Schwierigkeiten bieten die Fille, wo gleiche Stammbriiche nebeneinander stehen: entweder
sie sind zuriickfiithrbar auf einen Stammbruch in hoheren Einheiten (Teilbarkeit des Nenners) oder

gar auf 1 = % oder aber man hat die ,trivale“ Darstellung ?1? + - ,’;'1; mit der sich als solcher

nichts anfangen ld8t. Aber es gibt Fiille, wo sich auch eine Reihe einzelner verschiedener Briiche
zu einem neuen Individuum zusammenfassen lassen, z. B. dann, wenn sich der eine Bruch in das
»Zahlensystem“ (oder besser ,Zihlsystem*) des andern unmittelbar eingliedern l@Bt. Dann
bewegt man sich wieder vollig im Gebiete der n-tel und kann dann unter Umstinden wie im
trivialen Falle reduzieren. Dies festzustellen ist der Zweck der, Hilfszahlen. Dabei ist also
naturgemifl der kleinste Bruch mit 1 zu bezeichnen. Dann hat man einfach diese Hilfszahlen zu

addieren und nachzuseben ob eine Reduktion durchfiithrbar ist, was unmittelbar durch dyadische
Multiplikation feststellbar ist. Ein Schema wie

1 7 4
2 14 2
4 28 1

laBt sofort erkennen, daB die Gesamtzahl der Achtundzwanzigstel gleich 7 ist, und daB diese zu-
sammen gerade 1/4 ergeben, ist wieder aus der Rechnung ersichtlich, denn 1/28 ist danach 1/4 von einem
Siebentel der Einheit der ganzen Zahlen, so daf 7 solche gerade ein Viertel der Einheit bilden.
Ein solcher Schluf beruht im Grunde nur auf dem klaren BewuBtsein, daB n n-tel die Einheit wieder
voll machen’). Wie der Kern der iigyptischen ,Division® in ihrer multiplikativen (d. h. additiv

1) Ganz dlnliche Uberlegungen bilden die Grundlage des Verfahrens zur JAufiosung linearer Gleichungen®, wie es
im Pap. Rhind aber auch in den Kahun-Papyri (Griffith [4]) vorkommt.

3
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ausfithrbaren) Umkehrung liegt, so ruht auch die Bruchrechnung anf der umgekehrt lanfenden, da-
fiir aber ganzzahligen Reihe der Hilfszahlen.

Der Hilfszahlenalgorithmus ist in der beschriebenen Weise immer leicht durchfiihrbar und in
bestem Anschluf an das Rechnen mit ganzen Zahlen, so lange nur die 1/2-Reihe in den Kenn-
ziffern zur Anwendung kommt. Aber bei dem Bruche 3, dem doch auch eine individuelle Bedeu-
tung in der Menge der natiirlichen Briiche zukommt, ist die Hilfszahlen-Methode ihres Fundamentes,
der Moglichkeit des Abzihlens, beraubt: 1 liBt sich nicht mehr in 2/3-teln auszihlen. Aber hier
kommt wieder der Ursprung dieses Bruchbegriffes zur Geltung, néimlich daf 3 ein darch Ver-
doppelung aus 3 abgeleiteter Bruch ist (vgl. § 1). Also erhilt 3 gegeniiher 3 die Hilfszahl 2; 1 aber
3. s ist also alles wieder dadurch ausziihlbar geworden, daf 3 sozusagen in das Zihlsystem von
3 ,eingebettet wurde. Das Schema 1 — 3 >3 und die Hilfszahlen 1 — 2 — 3 entsprechen ein-
ander ebenso (gegeneinander laufend!), wie dyadisch Halbieren und Verdoppeln'). Es ist nur die
Durchfiihrang dieses Gedankens, die uns in der Dreizeiligkeit der 2/9-Ergiinzungstabelle im
vorigen Paragraphen begegnet ist.

Von dieser Grundlage aus werden nun kompliziertere Rechnungen abgeleitet: Rechnung, Hilfs-
zahlen und Resultat werden als Ganzes dem dyadischen Algorithmus unterworfen, wie wir es ja
deutlich im vorigen Paragraphen verfolgen konnten. Die Ausfiihrbarkeit der einfachen Aunsgangs-
rechnung fibertriigt sich damit anf schwierigere Fille, bloB durch Halbieren und Verdoppeln.

Durch diese Betrachtungen erledigt sich ganz von selbst die Frage, ob die Agypter Briiche
mit Hilfe eines ,gemeinsamen Nenners“ addiert hiitten. Es ist wohl jetzt klar, daB davon keine
Rede sein kann, daB die Bedeutung der Hilfszahlen keine multiplikative ist, sondern daff sie un-
mittelbar auf das Fundament aller igyptischer Mathematik, das Zéhlen, zuriickgehen?®). Damit 1ost
sich auch das Paradoxon, daB es einerseits dem Agypter nicht méglich gewesen sein soll, mit Zahlen
grifer als 2 direkt zu multiplizieren, er aber andrerseits Bruchadditionen ausfiihren konnte, die auch
uns noch recht unbequem werden und zwar mit ,gemeinsamen Nennern®, die ihrerseits Aggregate
von Briichen als Multiplikatoren beniitzen. So miifte man z. B. in Nr.15 annchmen, daf der
Agypter berechnen konnte, daf sich —lés- zu gé—ﬁ— verhilt wie é +%+% zu %, und dieses, ohne
gemischte Briiche verwenden zu diirfen! Wie viel einfacher es tatsichlich zugegangen ist, lehrt
ein Blick auf Tafel III. Wir sehen jetzt wie der Unterschied zwischen ,natiirlich® und ,algorith-
misch® ganz wesentlich in die gesamte dgyptische Mathematik eingreift.

Das Rechnen mit den Hilfszahlen hat demnach urspriinglich nur dann Sinn, wenn ihre Reihe mit 1
beim kleinsten vorkommenden Brache beginnt. Die Addition von Briichen wird insbesondere dann
durchfiihrbar, wenn die Summe der Hilfszahlen dem Nenner dieses kleinsten Bruches gleich wird,
d. h. wenn es sich um » n-tel handelt®). So sehen wir auch z B. in Nr. 21 (und 22) vorgegangen,
wo 15+ 3 zu 1 zu ergiinzen ist. Man geht aus von den Hilfszahlen 14 10, so daB noch 4 Fiinf-
zehntel zu ergiinzen sind; dies wird dann an den gefundenen Zahlen nachgewiesen.

Von diesen einfachsten Anfingen aus lifit sich leicht das Operieren mit Hilfszahlen ausge-
stalten. Den Aunsgangspunkt bilden immer die Rechnungen mit ganzen Hilfszahlen; durch das
Verfahren des Ubertragens ganzer Rechnungen gelangt man zu neuen Briichen, denen nun auch
gebrochene Hilfszahlen zugehtren kinnen. Andrerseits gibt die Methode der ,Einbettung®, wie wir

1) Dies liefert wohl auch den Grund fir die merkwiirdige Gewohnheit, 3 durch den Umweg iiber 3 zu berechnen.

2) Rein duBerlich kann dies allerdings manchmal mit unserem Verfahren des kleinsten gemeinschaftlichen Nenners
iibereinstimmen. — In [1] habe ich diesen Sachverhalt noch nicht durchschaut.

3) Der Wert dieser Hilfszahlen ist ohne Weiteres durch Rickwirtsdurchlaufen der gewoéhnlichen Kennziffern-

Rechnung zu erhalten.

Die agyptische Bruchrechnung. i 19

es fiir 3 und 3 kennen gelernt haben, die Miglichkeit von gebrochenen Hilfszahlen wieder zu ganzen
zariickzukommen, wobei dann allerdings die 1 als Anfangsglied nicht mehr in der Rechnun sélbst
vorzukommen braucht. Der Erfolg eines solchen verwickelten Algorithmus I8t natiirlich ]eiiht den
eigentlichen Ausgangspunkt vergessen; der Gegensatz zwischen Jnatiirlich® und »algorithmisch® ver-
tieft sich zu dem zwischen Idee und Methode, wie ihn uns die Geschichte der Mathematik immer
wieder vor Augen fiihrt.

Ich will hier darauf verzichten, diesen ProzeB an einzelnen Beispielen zu verfolgen, da ich
hierauf in einer zweiten Arbeit eingehen werde, wihrend dies fiir die Grundlagen der Bruchl"echnun
nicht von Bedeutung ist. Ich will nur bemerken, daB die Wahl der neuen Kinheit, auf welche dige
Hilfszahlen bezogen werden, meist aus der ersten (zur Kennziffer 1 gehirigen) Zeile erkennbar ist
und dort dem Prinzip folgt, zuniichst dem kleinsten Bruch die Hilfszahl 1 zuzuweisen oder doch
eine solche, dafl diese Zeile durchgehends ganze Hilfszahlen erhiilt. Das Bestimmen der weiteren

Hilfszahlen ist dann ein Leichtes; ist z B. % 415 das Ausgangsschema, so erhilt 8 nach dyadischem
Verfahren

45

22 2

11+4

R 1. 5+2+8

die Hilfszahl 5 4+ 248 (vgl. Nr. 231)). Alles dies ist nur eine Ausdehnung jener einfachsten Me-
thode, die ich oben als ,Einbettung® bezeichnet habe. Mit einem Bezichen von 1 /8 auf einen Nenner

1/45 hat dies aber nichts zu tun; fiir den Agypter ist es nicht mehr als eine geschickte Anwendung
seiner gewohnten dyadischen Methode.

00| W= DO| =

§ 5. Die Ausnahmezahlen.
Wir wenden uns wieder der 2/n-Tabelle zu. In § 2 haben wir gesehen, wie eine Zerlegung

von Briichen der Form o o Stammbriiche dadurch méglich wird, daB die natiirlichen Briiche und

ihre einfachsten Kombinationen an die Stelle ganzzahliger Koeffizienten treten. Der entscheidende
Punkt fiir das Funktionieren dieser Methode lag dann in dem Verhalten des zugehirigen » Erginzungs-
terms®. In §2 hatten wir diese Frage der Kiirze halber durch Teilbarkeitseigenschaften ent-
schieden — jetzt miissen wir zusehen, wie sie sich fiir den Agypter beantworten lieS.
Hier sind es nun gerade die Hilfszahlen, die uns den richtigen Weg weisen. Die zu 2/7 oder
2/9 gehirigen Ergiinzungsrechnungen zeigen ganz deutlich, wie man aus ihnen unmittelbar den
Stammbruchcharakter des Ergiinzungstermes ablesen kann, indem in den Ausgangsrechnungen Nr. 11
bezw. 18 die Hilfszahlensumme dem Nenner gleich wird. Daf man gerade diese Art des Ergiinzens
auch in viel komplizierteren Fillen anzuwenden wulite, zeigt z. B. die ,Ergiinzangsrechnung®?) aus
Nr. 37, wo
24+4+8+72+16+32+64+576 Summe 8
8 436718 9 1 72
gebildet ist. Es wird alscl nachgewiesen, daf die Summe der fiinf letzten Briiche gerade 2+ 4+ 8
zu 1 ergiinzt d. h. gleich 8 ist. Dies ergibt sich aber leicht aus den Hilfszahlen, denn ihre Summe

ist 72 und da 8 zu 72 gehort, so ghirt zu 72 der Bruch 8, einfach auf Grund des Gegeneinander-
laufens von Kennziffern und Hilfszahlen.

1) Nr. 23 ist abrigens offensichtlich keine urspriingliche Rechnung, sondern hiingt mit Nr. 21 und 22 zusammen.
2) Sie ist dort ausdriicklich so genannt. Vgl. Peet [1], 8. 74, Anm. 2.

3*




atto Neugebauer papers - Box 14 - Publications - Volume 1, 1925-1927 - No. 4: Die Grundlagén der égyptischen_l?jrure
From the Shelby White and Leon Levy Archives Center, Institute for Advanced Study, Princeton, NJ, USA )

20 Die dgyptische Bruchrechnung.

Lift sich eine bestimmte 2/n-Zerlegung einmal durchfithren, so folgen hieraus nach dem
Ubertragungsprinzip sofort eine Reihe weiterer Zerlegungen fiir die Vielfachen dieses Nenners, wo-
bei anch die Hilfszahlen mitgenommen werden, so dafl auch dann die richtigen Hilfszahlensummen
im Erginzungsterm erscheinen. Wir werden also annehmen konnen, daf die Zerlegung von 2/n sehr
bald als ein auf die Hilfszahlen des Ergiinzungstermes beziigliches Problem erkannt wird.

Rekonstruiert man sich demgemifl die Hilfszahlen fiir die Erginzungsterme der 2/n-Tabelle,
so bestiitigt sich sofort, daB man aus ihnen den Stammbruchcharakter dieser Ausdriicke erkennen
kann. Dabei ist aber von Bedeutung, daf dies nicht nur fiir die schon behandelten Zahlen gilt,
sondern vor Allem auch fiir die ,Ausnahmezahlen®?).

Ich beginne mit 2/43. Im Erginzungsterm wird mit 1 4 42 operiert, wozu eine Hilfszahlen-
summe 42 + 1 = 43 gehort, so daf als Ergénzungsterm 43 (L + 42) offenbar ein Stammbruch (nim-
lich 42) erscheint. Es ist also jetzt der Erginzungsterm der Ausgangspunkt der Rechnung und
das Problem besteht in der Auffindung eines zugehtrigen Hauptgliedes. Wir lassen aber zunichst
diese Frage beiseite und bestimmen die Hilfszahlen fiir die iibrigen Aunsnahmezahlen, nach dem
Prinzip, daf Hilfszahlen in urspriinglichen Rechnungen immer ganzzahlig sein miissen. Wie wird
2/61 zu zerlegen sein? Dyadisch wird 61 durch 40 4 20 + 1 ausgedriickt. Soll also die Hilfszahlen-
summe im Ergiinzungsterm genau 61 sein — damm erhilt man ndmlich einen Stammbruch — so ent-
spricht den Hilfszahlen 40 + 20 + 1 ein Erginzungsterm mit 1 4 2+ 40, wie es in der Tat in der
2/n-Tabelle geschieht. Der Wert des Ergiinzungsterms selbst ist dann natiirlich 40.

Hieran schliefen sich die beiden niichsten Ausnahmezahlen 67 und 71 mit den unmittelbar
verstidndlichen Erginzungstermen

67 1+24+8+20

40 20 5 2 Summe 67
71 14+2+4+40

40 20 10 1 Summe 71.

Auch die niichsten vier Ausnahmezahlen d. h. 73, 79, 83, 89 sind nach einem hier anschliefenden
Schema behandelt, nur daf jetzt von 60 statt von 40 ausgegangen ist; in Tafel IV,2 sind diese
Zerlegungen zusammengestellt. Die Hilfszahlensumme der Erginzungsterme 1i6t sofort den Aufbau
dieses Bestandteiles der Zerlegung erkennen. ‘

Wie steht es aber nun mit den zugehtrigen Hauptgliedern? Entsprechen z. B. bei 2/61 dem Bruche
40 die Hilfszahl 1 und wird 61 durch 40 - 20 + 1 zosammengesetzt, so lautet nach dem Grund-
gedanken des Hilfszahlenrechnens der Erginzungsterm einfach 40, da 61 Vierzigstel vorhanden sind.
Da nun einmal im Gebiet der Vierzigstel gerechnet wird, so muf der Koeffizient des Hauptgliedes
50 bestimmt werden, daf er mit dem Erginzungsterm zusammen 2.40 — 80 Vierzigstel ergibt; d. h.
es miissen im Hauptglied noch 80 — 61 = 19 von ihnen aufgebracht werden, oder m. a. W. die Hilfs-
zahlensumme soll 19 werden. Das #Hgyptische Schema fiir eine solche Aufgabe ist aber leicht rekon-
struierbar: wir miissen nur versuchen mit méglichst einfachen dyadischen Rechnungen zu Rande zu
kommen. So bildet man zunichst

1 40
2 20
b Tt 10
~ B 5

wo es mit ganzen Hilfszahlen ein Ende hat. Die beiden letzten Glieder liefern schon 15, also fehlen
noch 4, die sich selbstverstindlich aus

1) Sie sind auf Tafel IV, 1 nochmals zusammengestellt.
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1 40
- 10 4
ergeben. Also ist 4+ 8+ 10 als Hauptglied brauchbar; und so steht es auch tatséichlich in der
2/n-Tabelle.

Ich habe diese ﬁberlegungen absichtlich in der schwerfiilligen #gyptischen Ausdrucksweise
durchgefiihrt, weil sich ganz analoge Schlufreihen in der sogenannten »Hau-Rechnung¢ (%)
finden, die von Peet ausfiibrlich in seinem Kommentar zu den Nummern 24 bis 38 des Papyrus
Rhind behandelt ist!). In moderner Sprechweise heit unser Problem einfach so: ist & der »gemein-
same Nenner“ des Erginzungsterms, so soll auf Grund der Relation

i iy (2 b—n =
n_ n b +T)

2b—n X L] il
5 darch Stammbriiche ausgedriickt werden. Wie diese Aufgabe gelost wird, haben wir eben

fiir » = 61, b = 40 gesehen. Fiir n — 67 gilt es, von b = 40 ausgehend, 256 —n = 80 — 67 = 13
zusammenzusetzen, was unmittelbar dadurch geschehen kann, daf man" die letzte Hilfsrechnung noch
um eine Zeile erweitert?)

il 40
10 4
5 8

und 8+5 zusammennimmt. SchlieBlich verlangt n» = 71 ein Hauptglied mit der Hilfszahlensumme
5 8

80—-71 =9 d. h. den Ausdruck 8+ 10.
5 4
Ganz entsprechend erhilt man die Hauptglieder fir » = 73, 79, 83, 89 mit Hilfe der auf
b = 60 beziiglichen Nebenrechnungen

1 60 1 60 1 60

2 30 10 6 3 40

4 15 b 12 3 20

6 10

die folgendermafen zusammenzufassen sind

7 2b—m Zusammensetzung Hauptglied
73 [120—-73 = 47 |47 = 15+12+20| 4+ 5438
79 1120-79 = 41 |41 =15+ 6+20|4+10+3
83 112083 =37 (37 —15+12+10 |4+ 546
89 1120-80 =31 |31 =15+ 6+10|4+10+6

Tafel 1V lehrt, daB das Resultat dieser hypothetischen Rechnungen mit den Tatsachen fiber-
einstimmt.

Ganz dhulich sind noch #» = 31 und # = 47 und 53 zu behandeln. Der Erginzungsterm fiir
2 — 31 lautet 1 +§+§5; also ist 2b—n — 9, was mit Hilfe von

1) Peet [1], S. 60 1.

2) Diese Reihenfolge zur Bildung von 5 folgt z. B. aus Pap. Rhind Nr. 1 bis 6. Ich werde speziell hierauf in einer
folgenden Arbeit im Einzelnen eingehen. .
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1 20 1 20
2 10 10 2
/4 5 /b 4

sofort auf das Hauptglied 44+ 5 fiibrt. Entsprechend gilt:
5 4

n | Erginzungsterm | 26 —n

47 [ =R 18
30 15 2 13

53 | 1+ 3 + 10

30 20 3 7
Die Hauptglieder bestimmen sich aus
1 30 1 30
10 3 3 10
6. 5
bzw. aus
1 30 1 30
2 15 15 2

zu 10 4+ 3 bzw. 6+ 15.
3 10 5 2

Und schlieflich noch # = 43, wovon wir ausgegangen waren. Hier ist 20—n = 2.42—-43
= 41. Also haben wir 41 in Zweiundvierzigsteln auszudriicken, was auf die Hilfsrechnungen fithrt

il 42 1 42 1 42
A 21 /8 14 & 6
[ 7

d. h. das Hauptglied 2 +3 47 liefert.

Man wird von selbst zu diesen Hilfsrechnungen gefiihrt, wenn man zuniichst mit dem dya-
dischen Schema beginnt und dieses so weit fortsetzt, bis gebrochene Hilfszahlen auftreten miifiten,
der noch zu erginzende Rest ergibt sich dann leicht hieraus. Auch hier dient also das dyadische
Prinzip dazu, aus der Fiille der Moglichkeiten bestimmte Zerlegungen herauszugreifen. Nirgends
hatten wir explizite Addition von Briichen anzunehmen; allein das dyadische Rechenschema ist
imstande alle Zerlegungen zu liefern und so automatisch zu Ausdriicken zu gelangen, deren direkte
ﬁberpriifung die Krifte der dgyptischen Mathematik weit iibersteigen wiirde.

Von den 15 Aunsnahmezahlen sind jetzt 11 erledigt. Fiir sie alle war der Gedanke maB-

gebend, den Ergiinzungsterm der Zahl » anzupassen und danach das zugehirige Hauptglied zu
bestimmen.

Zu den noch iibrig bleidenden vier Ausnahmezahlen gehiren zwei (35, 91), die sich bereits
dem Zerlegungsverfahren aus § 2 hdtten fiigen miissen. Sie sind also jetat wirkliche Ausnahmen
geblieben. Hierzu kommt noch 2/97, das sich nach der letzten Methode mit einem Ergiinzungsterm
148+ 6+15+20 und einem Hauptglied 3 420 zerlegen lieBe, und 2/69 etwa mit 1+3+10+5
und 30. Woher die tatsdchlich vorgenommenen Zerlegungen dieser vier Zahlen stammen, kann ich
nicht sagen. 35 und 91 zeigen schon dadurch ein ganz irregulires Verhalten, daB sie die beiden
einzigen Zahlen sind, die im Hauptglied 3 enthalten, was ja im allgemeinen unsinnig ist, und nur

nung
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in diesen speziellen Fillen miglich ist!). Auch die Erginzung von Hilfszahlen, selbst wenn ihre
Summe gleich n ist, hilft nicht weiter.

Wir haben nun simtliche Zerlegungen der 2/r-Tabelle behandelt und konnten sie bis auf
vier Ausnahmen in einfache Schemata einordnen. Bevor ich in § 7 nochmals auf die Entstehung
der gesamten 2/n-Tabelle zuriickkomme, will ich im folgenden Paragraphen noch eine weitere
Gruppe von Rechnungen des Papyrus Rhind besprechen, welche fiir die Grundlagen der Bruch-
rechnung von gewisser Bedeutung sind.

§ 6. Die 2/3-Tabelle.

Die Rechnungen Papyrus Rhind No. 61 und 61b sind bisher nur wenig beachtet worden?).
No. 61 gebe ich auf Tafel VI nochmals wieder, No.61b® enthilt in Worten die Regel zur Zer-
legung von B in 246, No. 61 dagegen verschiedene Rechnungen mit 3.

Rein duBerlich zerfillt diese ,2/3-Tabelle“ in drei Teile, in denen der Text verschieden gestaltet
ist, was ich anch in Ubersetzung und Anordnung in Tafel VI zum Ausdruck zu bringen versucht
habe?). Wir werden sogleich sehen, daf diese Unterschiede anch inhaltlich erkennbar sind.

Die Grundlage bildet die Regel 3 = 2+ 6, welche ja mit dem Zerlegungsschema der 2/n-
Tabelle iibereinstimmt (vgl. § 2). Sie wird nicht ndher begriindet und bildet wohl eine der &ltesten
Regeln der Bruchrechnung iiberhaupt. Unmittelbar ergibt sich nach dieser Vorschrift die Zer-
legung fiir 2/3 von 1/3 als 6418 (Zeile 3) und hieraus nach dem dyadischen Verfahren einerseits
Zeile 1: 23 von 2/3 ist 8+ 9, andrerseits Zeile 4: 2/3 von 6 ist 12+4-36. Hier zeigt sich wieder

der rein schematische Charakter des igyptischen Rechnens, denn %-% = % bediirfte garnicht

einer Stammbruchzerlegung 12 4-36%). Dazu kommt noch 1/3 von 2/3 wohl nur aus alter Gewohn-
heit der Reihenfolge 3 > 3. Es ist also bisher 3 mit 8, 3, 6 kombiniert, d.h. mit den natiirlichen
Briichen der 1/3-Reihe, denen man hiichstens noch 12 hinzutiigen michte, was auch zum weiteren
Verlanf der Tabelle durchaus passen wiirde. Wir haben also bisher die Tabelle®)

Zeile 1 von 3 ist 3+ 9
Zeile 2 und 3 von 3 ist 6418
Zeile 4 3 von 6 ist 12 + 36.
Die Fortsetzung bildet Zeile 5 bis 8. Hier wird nun die 1/3-Reihe mit der 1/2-Reihe kombiniert,
d. h. eigentlich nur mit 2 selbst; alles Weitere ist dyadisch unmittelbar erhiltlich.

5
3

2 11 5 1 B 21 1 1 . y
S I e R = ey —_ ) = = = . =— —. Die Zerlegung von 2/35 ist
¥ (3 it u) el T (3 i 30) g1 — o1 300G 50 gang /

an und fir sich einfach genng und ganz verstindlich. Aber schon der alte Schreiber hat sich vielleicht nicht ganz sicher
gefiihlt und Hilfszahlen hinzugefigt, dic einzigen, die explizite in diesem Teile her 2/n-Tabelle vorkommen (vgl. Peet [1], S. 41).
92) Eisenlohr [1], S.150; Griffith [1], Bd. 16, 8.280f Ausfiihrlicher Peet [1], S. 103 f, der vor allem auf
die auBeren UngleichmaBigkeiten der Tabelle hingewiesen hat.
3) Bei Eisenlohr im Text nicht besonders geziihlt, in Tafel XIX mit a bezeichnet.
4) Agyptisch heibt es: Zeile 1: 3 n 3 m 54 9.
Zeile 5: 3 n 2-f m 3.
Zeile 9: 9 3-f m 18 [ b4].

5) Hieraus folgt, daB auch %—% nicht als % der 2/n-Tabelle entnommen ist, sondern fiir sich berechnet ist. —

Man vgl. dagegen No. 18 (Tafel IIT, 2), woraus man neuerdings ersieht, daB es sich dort um keine abgeleitete Rech-

nung handelt.
6) Von genaner Wiedergabe der sprachlichen Eigentiimlichkeiten sehe ich jetzt ab.
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Zeile 5 3 von 2 ist 3
Zeile 6 3 von 2 ist 6
Zeile 7 6 von 2 ist 12
Zeile 8 12 von 2 ist 24.

Do

Es ist bemerkenswert, daf hier die Reihe bis 1
Ende der 1/3-Reihe in der 2/n-Tabelle.
Zeile 9 bis 19. Nun wird schlieBlich die 1/3-Reihe mit den iibrigen natiirlichen Briichen

fortgesetzt wird in Ubereinstimmung mit dem

beiseite gelassen. So ergibt sich, ausgehend von der 2/3-Regel, die folgende Tabelle, in der die
Ergiinzungen zerstirter Zeilen, im wesentlichen in Ubereinstimmung mit Peet, durch [ ] ange-
geben sind:

Zeile 12 [3 von 5 ist 10+ 30]
5 A8 [3 von b ist 20+ 60]
- 16 B von 7 ist 144 42
289 3 von 9 ist 18+ b4
el |8 von 9 ist 36+ 108]
M o 3 von 11 ist 224 66.

0ol

Schliefilich kommt noch die Verbindung dieser Briiche mit
Zeile 14 [2 von B ist 10]

1 AE 4 von [5] ist 20]
o iy 2 yon 7 ist 14
- L [2 von 9 ist 18]
LY 2 von 11 ist 22.

Seitlich hinzugefiigt sind dann noch in Zeile 18 bzw. 19 die direkten Resultate von 3-11 und 4-11
d. h. 33 bzw. 44Y).

Diese ganze dritte Gruppe von Rechnungen zeigt also wesentlich denselben Typus wie die
beiden vorangehenden, nur lifit man sich im allgemeinen damit genug sein, bloB die ersten Zeilen
fiir 1/3- und 1/2-Reihe anzugeben, aus denen sich ja alles Weitere von selbst ergibt. No. 61 ent-
hilt also drei Tabellen: 1) Kombination der 1/3-Reihe mit sich selbst, 2) mit der 1/2-Reihe, 3) der
1/3 und 1/2-Reihe mit den iibrigen natiirlichen Briichen.

Diese Art der Gruppierung #uflert sich auch, wie schon bemerkt, im sprachlichen Ausdruck
und zwar genau in Ubereinstimmung mit der gegebenen Anordnung auf Grund des mathematischen
Inhaltes. Demnach scheint mir eine Unterscheidung zwischen einer ,korrekten“ und einer ,weniger
korrekten“ Sprechweise”), wie sie Peet macht, ganz iiberfliissig, zumal sie sich auch nicht ander-
weitig begriinden ldft.

Wie sich diese Tabellen in ihrer jetzigen Form zusammengefunden haben, kann man natiirlich
nicht mehr sagen. Ich hielte es aber fiir méglich, daB sie tatsichlich auf verschiedene Quellen
zuriickgehen. Der Schreiber mag sich dann bemiiht haben, sie #uBerlich in Ubereinstimmung zu
bringen, gab aber das Radieren®) nach der zweiten Tabelle auf und merkte die Verbesserung nur
mehr ganz generell in der ersten Zeile der dritten an.

1) Peet will noch erginzen: in Zeile 16: 3-7 = 21 und in Zeile 17: 4-7 — 28.

2) ,1/9 von 2/3 ist . ..“ soll deshalb weniger korrekt sein, als ,1/9, 2/3 von ihm ist . ..“ weil der Agypter nicht
direkt durch 9 dividieren konnte. Aber jedes Kind weiB lingst, was 1/4 von einem Apfel ist, bevor es durch 4 divi-
dieren“ kann.

8) Vgl. Peet [1], Plate R. Note a.

Die dgyptische Bruchrechnung. o5

Im Prinzip, d. h. aus mathematischen Griinden, wire eine Tabelle, die Briiche mit Briichen
kombiniert, fiberfliissig, da dyadische Multiplikation und 2/n-Tabelle bereits ansreichend wiiren. Der
Ursprung dieser ,2/3-Tabellen liegt also wohl in der gegensténdlichen Bedeutung der Briiche; fiir

den Agypter ist 3 eine durchaus einheitliche BruchgroBe, der man ihren Zdhler 2 nicht so anmerkt,

2w 2 2 . - o
wie bei unserer viel formaleren Schreibweise e Es ist wieder der individuell-selbstiin-

dige Charakter der natiirlichen Briiche, der uns hier begegnet.

§ 7. Zusammenfassung. Zur Entstehungsgeschichte der 2/n-Tabelle.

Die Bedentung der 2/3-Tabelle liegt in ihrer Beziehung zu dem Ausgangspunkt unserer
Untersuchung der Bruchrechnang, zu dem Unterschied zwischen natiirlichen und algorithmischen
Briichen. Wihrend die 2/n-Tabelle das Gebiet der ganzen Zahlen mit dem der Briiche verbindet,
schlieBt die 2/3-Tabelle den Kreis des Rechnens im Gebiet der Briiche selbst. Die ganze dgyptische
Mathematik raht auf zwei Pfeilern: den natiirlichen Zahlen und den natiirlichen Briichen.
Sie werden verbunden durch den dyadischen Algorithmus, der sein Fundament im Zdhlen findet.

Schon in § 1 habe ich darauf hingewiesen, daB das Gebiet der natiirlichen Briiche vielleicht
in 2, 3, 3 einen iltesten Kern aufweist. Entsprechend kinnte die Zerlegung von 3in 246 den
Ausgangspunkt aller 2/n-Zerlegungen gebildet haben; tatséchlich steht gerade diese auBierhalb des
gewohnlichen Rahmens der 2/n-Tabelle (sowohl des Pap. Rhind, wie der der Kahun Papyri), wihrend
3 in den Tabellen selbst als vollwertiger Stammbruch angesehen wird und nur mehr in ganz
duBerlicher Weise dem Schema der 2/n-Zerlegungen eingeordnet wird ?).

Wird also der Fall » = 3 in der 2[n-Tabelle, wie sie uns jetzt vorliegt, nur schematisch
den iibrigen Fillen angepafit, so gehtrt doch die Zerlegung 3=246=(14+2) 3+2-3 jener
wichtigen Gruppe von Zerlegungen an, die 2 als Hauptglied verwenden, und die, wie wir wissen,
in allen jenen Fillen anwendbar sind, in denen n durch 8 teilbar ist. Untersucht man die Be-
handlung dieser Fille im Pap. Rhind genauer, so zeigt sich, daf sich doch noch Unterschiede zeigen,
die zwar nicht mathematisch begriindet sind, dafiir aber um so tiefer mit der historischen Ent-
wicklung der ganzen 2/n-Tabelle verkniipft sind. Ich verzichte darauf diese Untersuchung schritt-
weise vorzufiihren, sondern gebe vielmehr nur ihr Resultat wieder, wie ich es schliefilich nochmals
in Form einer Tabelle (Tafel V) zusammenfasse.

I. Zerlegungen mit dem Hauptglied 2.

Allgemeine Voraussetzung ist hier: » durch 3 teilbar.
a) 2/3. Schematische Anpassung an das Folgende (vgl. oben).
b) 2/9. Hier kommt zuerst die Idee von der Zerlegung in Hauptglied und Erginzungsterm

zur Durchfiihrung. Die Nebenrechnung zum Beweise der Zerlegung %= 6+ 18 lautet

1 9

3 6

3 3

/6 1+2 s 18 2
schlieBt also mit Angabe der Resultatwerte 6 und 13.
IR ) e K
¢) 2/15. Der Beweis von B= 10+ 30 ist bereits zu
1) Vgl. 8. 8 Anm. 3.
4
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i 15
10 142 - 30 2
verkiirzt, schlieft aber wieder mit 10 und 30.

Hiermit sind alle durch 3 teilbaren (ungeraden) Zahlen zwischen 1 und 15 umfafBt.

d) Volle Erfassung des Verfahrens. Es wird ausgedehnt bis » = 87, d. h. bis zur letzten
darch 3 teilbaren (ungeraden) Zahl unter 90. Fiir dieses Stadium bildet also 90 = 3-3-10 den
natiirlichen Endpunkt, nicht etwa 100, das mit der Grundeigenschaft der Teilbarkeit durch 3 nichts
zu tun hat?).

Die Nebenrechnungen haben die Gestalt (z. B. fiir n = 21)

| 21
/3 14 142 /2 42 3
bezeichnen also nicht mehr die Resultatwerte?) (14 und 42), sondern stellen die mathematisch be-
deutsamen Grofen 142 und 2 voran, wobei vor allem auch die Reziprozitit von 3 und 1+ 2 aus-
gedriickt wird.

Allen bisherigen Rechnungen ist die absolute Wortlosigkeit gemeinsam. Die Worte nj$ 2
hat ... und s$m.t (die Peet mit ,Divide by ....“ und ,Working ont“ wiedergibt) sind nichts weiter
als Kolumnentitel in der speziellen Anordnung des Papyrus Rhind (vgl. Eisenlohr [1], Tafel I bis VIII).

e) Ausdehnung der Tabelle von ,90 bis 100 (d. h. 91 bis 101), wodurch fiir unsere Zerlegung
noch 93 und 99 hinzukommen (vgl. Vb.).

IL n=5, 7, 11, 13.

Es sind dies die noch nicht behandelten Zahlen zwischen 1 und 15. Die Nebenrechnungen
sind vom Typus Ib, d. h. sie schliefien mit den Resultatziffern selbst und fithren die ganze Rech-
nung explizite durch (7 und 11 sogar noch mit Angabe der gewthnlichen Multiplikationen). Weiter
fehlt jeder Text.

Fassen wir dies mit Ia, b und ¢ zusammen, so ergibt sich eine (wie man wohl sagen darf)
dlteste Reihe von Zerlegungen:

1) 2/3
2) 2/5, 2/7, 2/9, 2/11, 2/18
3) 2/15.

Ein Blick auf Tafel II lehrt: Es sind dies genaun die Fille, wo man entweder mit einem ein-
fachen Hautglied 2, 4, (8) und 3, 6 auskommt oder Elemente der 1/2-Reihe allein zu zweien zu-
sammennimmt (4 +8). Wir haben also fiir dieses Stadiom 2, 4, 8 und (3), 3, 6 als natiirliche
Briiche anzusehen und stehen noch ganz im Banne der einfachsten dyadischen Entwicklung, die
nicht gerne 1/2- und 2/3-Reihe durcheinanderwirft. Die wichtigste Rolle spielt naturgemiif das
Hauptglied 2. Zuniichst wird 2/15 in die Tabelle einbezogen; dann aber erfolgt die Ausdehnung
dieser Methode auf alle damit iiberhaupt fafbaren Zahlen bis 90 (Ld).

Es ist vielleicht nicht ohne Interesse zu bemerken, daf die erste Gruppe von skm-Rechnungen
(Nr.7 bis Nr. 20), deren Zusammenhang mit der Zerlegung von 2/7 und 2/9 oben (vgl. § 3) dargelegt
wurde, auch in ihre #ufleren Form nicht die Zugehorigkeit zar 2/n-Tabelle verleugnet. Abgesehen

1) Ich spreche natiirlich nur der Kiirze halber immer von ,Teilbarkeit”. Wie sich dies fiir den Agypter iuBert,
habe ich oben behandelt.
2) Ich unterscheide nicht zwischen Nebenrechnungen dieser Art und solehen vom Typus
1 27
3 18 statt 18.

Vgl. Anm. 1 von 8. 8.

I"Igr
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von der einen Uberschrift #p n §km.t (,Example of completion®) enthalten diese Aufgaben keinerlei
Text, sondern nur das Zeichen der Buchrolle fiir dmd ,zusammen“, und unterscheiden sich dadurch
sehr merkbar von den nachfolgenden Beispielen. Trotzdem wird man aber hieraus nicht ohne
weiteres schliefen diirfen, daB diese $km-Tabellen genau derselben Entwicklungsphase angehren wie
die bisher behandelten Zerlegungen. In der Tat wird man nicht in den Fehler verfallen diirfen,
einfach aus der Zahl der Worte das Alter einer Rechnungsmethode bestimmen zu wollen. Naur
das scheint mir gerechtfertigt, daB man diese $km-Rechnungen bereits anf Grund ihrer dufieren Ge-
stalt in eine Epoche verweist, die im Wesentlichen mit der Entstehungszeit der 2/n-Tabelle zu-
sammenfillt und wohl viel friither anzusetzen ist, als die Redaktion der iibrigen Textaufgaben des
Papyrus.

111 d:.t und dmd.

Eine neue Gruppe von Rechnungen unterscheidet sich in doppelter Hinsicht von den bis-
herigen: einerseits wird die 2/3-Reihe der natiirlichen Briiche um den Bruch 12 erweitert, anderer-
seits wird nun mit der Anwendung zweifacher Hauptglieder Ernst gemacht. Dadurch erhilt man
einmal die Zerlegung von 2/23, dann (nach Tafel II, IT) die von 2/17, 2/19, 2/37, 2/41 und (abgesehen
von der zu 8+ 12 gehorigen Ausnahmezahl 43) nor diese. Die Zusammengehorigkeit dieser Zer-
legungen ist nun wieder #duferlich erkennbar. Genau bei 17, 19, 23, 37 und 41 tritt in den Rech-
nungen ein Terminus d: 7 d. h. ,Rest auf und bei 19, 23, 41 auch noch das Zeichen der Buchrolle
fiir dimd (,zusammen®, Peet: ,Total“), das man also fiiglich auch noch bei 17 und 37 wird erginzen
diirfen. Sowohl @it wie Buchrolle treten nur bei den genannten Rechnungen aunf, mit der einzigen
Ausnghme n = 53. Wihrend aber alle iibrigen ,d3./-Rechnungen® darin iibereinstimmen, daB ihre
Nebenrechnungen ausfithrlich alle Zwischenglieder der Rechnung fiir 1, 3, 3, 6 bis zu 12 bezw. 24
vorfiihren, so enthilt 2/53 nur die Zahlen ,1¢ und die Endzeile ,30¢ (vgl. Peet [1], S.43) und das
Wort d:.f an unrichtiger Stelle, oder mindestens in anderem Gebrauche als bei den vorangehenden
Rechnungen, da es nach deren Muster sofort nach der Zeile ,30¢ stehen miifte und zwar als ,d3.¢
6+15¢, nicht erst spiter nur als ,d:.t 15, Hier hat also wohl ein Schreiber erst nachtriglich
seine Kunst erweisen wollen, und war, wie meist in solchen Fillen, dabei nicht ganz gliicklich in
der Nachahmung seiner Vorginger. Wenn wir also 53 weglassen, so ist unsere ,d:.t-Tabelle* ge-
nau mit einer mathematisch wohldefinierten Klasse von Rechnungen identisch.

IV. gmj.

Nunmehr tritt eine neue mathematische Idee auf den Plan: die konsequente Behandlung der
,Ausnahmezahlen“, gestiitzt auf die Untersuchung des Erginzungstermes und der zugehorigen
Hilfszahlen (vgl. § 5). In dem Intervall von n = 43 bis n = 89 (darauf wollen wir uns hier be-
schriinken) sind, abgesehen von den durch 3 teilbaren Zahlen (vgl. Id) fast nur noch Ausnahme-
zahlen enthalten. Die wenigen noch durch Teilbarbeit zu behandelnden Zahlen werden mit deren
Hilfe erledigt, fiir die Ausnahmezahlen miissen die in § 5 geschilderten Uberlegungen zur Geltung
kommen. Diese Rechnungen sind simtlich dadurch kenntlich, daB sie fast alle Nebenrechnung
unterdriicken, statt dessen aber das Wort gmj (,finden®) enthalten, das hier etwa so viel bedeaten
wird wie unser ,man findet¢. Es tritt also gmj in allen Zerlegungen auf, mit genauer Auslassung
der durch 3 teilbaren n. Es ist vielleicht kein Zufall, daB der erste Bruch (2/43) dieser ,gmj-
Tabelle“ gerade derjenige ist, dessen Zerlegung sich in schlagendster Weise auf die Hilfszahlen
des Ergidnzungstermes (42 + 1) stiitzt (vgl. S. 20); man kinnte glauben, daf die neue Methode

gerade an diesem Beispiel erfunden wurde, um dann sofort auf alle restlichen Ausnahmefélle er-
4*
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streckt zu werden'). Ein so kluger Rechner durfte sich dann auch erlauben, ein kurzes gnyj ,wie
man leicht findet® an Stelle der langweiligen Nebenrechnungen zu setzen.

V. Vervollstindigung der Tabelle.

a) Zwischen n = 15 und der gmj-Tabelle klafft noch eine kleine Liicke, die von der d:.i-
Tabelle nicht vollstindig ausgefiillt werden kann: von 25 bis 35, wobei nur 27 und 33 wegen ihrer
Teilbarkeit durch 3 (1d) wegzulassen sind. Es wird nun 2/25 richtig mit dem Hauptglied 3 (Teil-
barkeit durch 5) zerlegt, 2/31 nach dem Muster der gmj-Tabelle ganz geschickt mit den Hilfszahlen
20+ 10+1. Ferner ist 29 entweder von dem dreifachen Hauptglied 246 +8 oder vom Erginzungs-
term mit den Hilfszahlen 24 + 41 aus behandelt. Ganz zufiillig ist aber die Zerlegung von 2/35,
was sich ja anch schon (vgl. S.22 und 23 Anm. 1) rein duBerlich im Papyrus zeigt. — Das Wort
gmj findet sich hier nirgends, trotz der Kiirze der Rechnungen.

b) Erginzung von 91 bis 101. Hier steht nun iiberall gmj?), auch bei den durch 3 teil-
baren Zahlen 93 und 99. Aber der Schreiber war sehr viel ungeschickter als sein Vorginger.
Zwar 2/93 und 2/99 hat er gerade noch richtig zerlegt, wenn er auch mit den Merkstrichen und
dgl. nicht ganz genau verfuhr. Aber bei 95 entging ihm, daB er bereits mit 3 im Hauptglied statt
mit 446 hitte auskommen konnen und 91 und 97 sind ganz willkiirlich behandelte Ausnahme-
zahlen, obwohl z. B. 2/91 sehr bequem nach dem Vorbild von 89 zu zerlegen gewesen wiire. Schlief-
lich ist 2101 fast ganz ,trivial® zerlegt, nimlich durch 101 4 (202 + 303 + 606) *).

Mit diesen beiden Erginzungen hat die 2/n-Tabelle die Gestalt erreicht, wie sie uns heute
im Papyrus Rhind vorliegt. Es ist vielleicht nicht zu gewagt, in den drei Worten sun pw n d. h. jes
ist eine Abschrift von“, die Peet noch aus den New-Yorker Fragmenten erwiihnt (Peet [1], S. 49),
ein Zitat auf noch andere benutzte Quellen zu erblicken, neben der bereits in der Einleitung des
Papyrus genannten. Jedenfalls aber scheint mir kein Zweifel moglich, daf die im Vorangehenden
besprochenen Teile der 2/n-Tabelle verschiedenen zeitlich vielleicht recht weit auseinanderliegenden
Entwicklungsphasen angehtren?).

Es ist selbstverstindlich nicht mdglich, die Schritte dieser Entwicklung in jedem Einzel-
falle zu verfolgen; aber ihre grofe Linie ist wohl nicht mehr zu verkennen. Man darf auch hier
nicht in den Fehler verfallen, von dem Agypter zn viel bewuBte Systematik vorauszusetzen. Die
Grundlage der Berechnung bildet zweifellos ein gewisses Eyperimentieren, das zeigen schon die
kleinen Schwankungen um die Regel. Aber dieses Experimentieren erfolgt nach einem in seiner
Wourzel so einheitlichen und festen Schema, dafi es von selbst zu ganz bestimmten Resultaten
fiihrt. Fiir den Agypter war die Stammbruchzerlegung praktisch eine eindeutige.

So rundet sich das Bild der #igyptischen Mathematik, das ich gleich zu Anfang durch das
Stichwort ,additiv zu kennzeichnen versucht habe, zu einem grofien Ganzen. Das Zihlen, der
Ausgangspunkt jedes Rechnens, entwickelt sich in Ubereinstimmung mit Sprache und Schrift zur
Ausbildung eines ersten Rechenverfahrens, zur wiederholten Addition, d. h. zur ,dyadischen

1) Man beachte die Einheitlichkeit der Belfandlung von 47, 53, von 61, 67, 71 und von 73, 79, 83, 89 (vgl
Tafel 1V, 2 bezw. Tafel V).

2) Bei 91 sogar zweimal. Bei 101 ist es vielleicht in den zerstdrten Teilen zu erginzen.

3) Vgl 8. 10 bezw. 8. 10 Anm. 2.

4) Auch B. Gunn ist durch Betrachtung der fduleren Anordnung der Nebenrechnungen in der 2/n-Tabelle zu einer
Klassifizierung dieser Zerlegungen gekommen, die fast genau mit der soeben besprochenen iibereinstimmt (Gunn [2], S. 128;
auch den Gebrauch von gmj hat Gunn mit herangezogen). Diese Ubereinstimmung erscheint mir um so erfreulicher, als
Gunn nicht durch die bei mir vorangehenden theoretischen Uberlegungen beinfiufit ist.

Die digyptische Bruchrechnung. 20

Multiplikation* der im téglichen Leben vorkommenden ganzen Zal?le.n. Aber neben diesen spin?len
die einfachsten Bruchteile eine ebenso wichtige und fast noch individuellere Rolle. Obwohl diese
Briiche nicht so unmittelbar miteinander zu verkniipfen sind, wie die ganzen Zaf]len, so hat man
sicherlich schon frith erkannt, daf etwa 1/3 durch ein halbes Drittc?,l zu 1]2"erga1?zt werden kann
und dgl. mehr. Man lernt auch mit Bruchteilen zu ,rechnen® — es.lst das niichstliegende Proh.lem,
su versachen dieses Rechmen nach dem Muster einzurichten, das bei den ganzen -Za.hlien ausgebildet
ist; die Schrift tut das Ihre, ein solches Verfahren an die .'EE[and zu legen. — W:le éle lfonsequegte
Durchfiihrung dieses Gedankens unter allmihlicher Uberwindung mancher SchW}erigkelten zu der
ans iiberlieferten Bruchrechnung filhren mufite, habe ich im Vorangehende.n zu zelg'(.an versucht. Ich
glaube kaum, dafi dieses Bild der igyptischen Mathematik noch Wt'a.senthcher Eiganzungen llae-d:}a;rf,
daB man genitigt ist, Multiplikationstabellen, besondere Rechenge'rate- ( ,,Aba.cus.) und defg elc.-, eli
anzunehmen, ohne daf sie sich tatsichlich iiberliefert finden '): Dl'_‘.. bisher entwickelten Hl]fsmtli;ted
der idgyptischen Mathematik sind a.tf.sreiche.nd zur Be‘jvﬁltlgung der ihr geste..llter.l A;fgaébin..f; d]; )
nur der beispiellosen Zihigkeit des Agypters, getreulich zu bewahren, was sie ,,m“ en C;l Gn 5
alten Zeit¢ gefunden haben, verdanken wir es, daf wir heute noch versuchen kinnen, die Grun

lagen ihrer Mathematik aufzudecken.

1) Z. B. Griffith [1], Bd. 16, 8. 172 (1). leh denke hier natirlich immer nur an die klassische Zeit. Die Erzihlung

den Rechenbrettern, die sich in den Bichern iber Geschichte der Mathematik eingebiirgert hat, stitzt sich bloB auf
von ;

die beiden Worte loyifovrar yrigotst in der berithmten Stelle Herodot II 36.




i ; L7 29 (1926) Sp. 89 ff.

2:1:1?: f[fl][1]=D§f SA.,HSV%Z:bZil:: nu]:;r;l:hlw?rten bei( den)altlt)m Agyptern und was ﬁirsandere V';'lke;bund
Sprachen daraus zu lernen ist. Ein Beitrag zur Geschichte der Rechenkunst und Sprache. StraBburg,
Triibner, 1916 — Schriften d. Wiss. Ge;e]:;c:.g StraBburg. 25. Heft.

T sl GG?)NE\S;l:é '1925 '2 Abtlg. S. 139 ff.

;n{f{l -T( aRr:Z::lns:},;ni ‘G? iee;)[El}S und L.Ch.K(., 'I‘h()e ?ﬁn‘dﬁ—Arabi? numer'als. lér})]st()m l:;ltd f:;;::; gi;;uh; ig;:n

Spiegelberg [1] = W.S, Rechnungen aus der Zeit Sehs:-I. (circa 1350 v. Chr.
des neuen Reiches. Text und Tafeln. StraBburg, Triibner, 1896. e

Thurean-Dangin [1] = Numération et Métrologie Snmeriennes. RA 18 (1921) 8. .

Anhang.

AZ = Zeitschrift fir dgyptische Sprache und Altertumskunde.
BM = Bibliotheca Mathematica. ,
Crelle = Journal fir die reine und angewandte Matllem?tfk.
DMV = Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung.
GGA = Gittingische gelehrte Anzeigen.

JEA = The Journal of Egyptian Archaelogy.

OLZ = Orientalistische Literaturzeitung.

PSBA = Proceedings of the Society of Biblical Archaelogy.
RA = Revue d’Assyriologie.

Verzeichnis der gebrauchten Abkiirzungen.

Brockelmann [1] = CB, Grundrif der vergleichenden Grammatik der semitischen Sprachen, 2. Bde. Berlin,
Reuther & Reichard, I 1908, II 1913.
Eisenlohr [1] = A.E, Ein mathematisches Handbuch der alten Agypter (Papyrus Rhind des British Musenm)
iibersetzt und erklirt. Leipzig, Hinrichs 1877. T Commentar, IT Tafeln.
— [2] = 2. Ausgabe von [1] aber ohne Tafeln. — 8. 275 bis 278 enthilt Verbesserungen zu [1]. Von
Seite 9 der 2. Ausgabe an erhilt man die Seitenzahlen von [1] durch Addition von 18. [2] ist
nicht 1877, sondern 1891 erschienen (vgl. Hultsch [2], S. 178 Anm. 2).
Erman [1] = AE, Agyptische Grammatik mit Sehrifttafel, Literatur, Lesestiicken und Worterverzeichnis,
3. Aufl. Berlin, Renther & Reichard, 1911 — Porta lingnarum orientalium XYV,
— [2] = Die Literatur der Agypter. Gedichte, Erzihlungen und Lehrbiicher aus dem 3. und 2. Jahrtausend
v. Chr. Leipzig, Hinrichs, 1923,
Erman-Ranke [1] — AE. und HR., Agypten und dgyptisches Leben im Altertum, Tiibingen, Mohr, 1923,
(Neubearbeitung der 1. Aufl. durch Ranke).
Friedlein [1] = G.F., Die Zahlzeichen und das elementare Rechnen der Griechen und Rémer und des christ-
lichen Abendlandes vom 7. bis 13. Jahrhundert. Erlangen, Ambr. Deichert, 1869.
Griffith [1] = F.L.G., The Rhind Mathematical Papyrus, PSBA 13 (1891) S. 328 ; 14 (1892) 5. 26 ff.;
16 (1894) 8. 164 f, S. 201 &, S, 230 .
—[2]i=Phs Metrology of the Medical Papyrus Ebers. PSBA 13 (1891) 8. 392 f.
— [3] = Notes on Egyptian weights and measures. PSBA 14 (1892), 8. 403 1, 15 (1898) 8. 301 £,
* — [4] = The Petrie Papyri. Hieratic Papyri from Kahun and Gurob. (Principally of the middle Kingdom).
London, Quariteh, 1898. Text und Tafeln.
Gunn [1] = B.G., Rezension von Sethe [1]. JEA 3 (1916) S, 279 &
— [2] = Rezension von Peet [1]. JEA 12 (1926) S. 123 & (Nur nachtriiglich beriicksichtigt.)
Hankel [1] = H.H, Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter. Leipzig, Teubner, 1874.
Heath [1] = ThH, A History of Greek Mathematics. 2 Bde. Oxford, Clarendon Press 1921,
Hilbert = D.H., Uber das Unendliche, Mathem. Annalen 95 (19253) 8. 161 f.
Hultsch [1] = Fr.H, Die Elemento der agyptischen Teilungsrechnung. Erste Abh., Bd. XVII d, Abh. d.
sichs. Gees. d. Wiss. (phil-hist.) Nr. 1 1895,
— [2] = Neue Beitrige zur dgyptischen Teilungsrechnung, BM 3. Folge 2 (1901) 8. 177 f1.
Humboldt [1] = Av.H., Uber die bei verschiedenen Vélkern iiblichen Systeme von Zahlzeichen und iiber
den Ursprung des Stellenwerthes in den indischen Zahlen. Crelle Bd. 4 (1829), 8. 205 f.
Lepsius [1] = RL, Die Regeln in den hieroglyphischen Bruchbezeichnungen. AZ 3 (1865) 8. 101 £
Lidzbarski [1] = M.L., Handbuch der Nordsemitischen Epigraphik nebst ausgewiihlten Inschriften. Weimar,
Felber, 1898. Text und Tafeln.
Neugebauer [1] =— O.N,, Rezension von Peet [1]. Mathematik Tidskrift B 1925, S. 66 fi.
Peet [1] = T.EP, The Rhind Mathematical Papyrus, British Museum 10057 and 10058. Introduction,
Translation and Commentary, Liverpool, University PreB, 1922,
Schack-Schackenburg [1] = H.Sch.-Sch., Der Berliner Papyrus 6619. ZA 38 (1900) 8. 185 fr.
Schiifer [1] = H.Sch, Von dgyptischer Kunst, besonders der Zeichenkunst.  Leipzig, Hinrichs. 1. Aufl.
(2 Bde.) 1919, 2. Aufl. 1922,
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Lebenslauf.

In Innsbruck als Sohn des Eisenbahn-Ingenieurs Rudolf Nengebauer am 26. 5. 1899 geboren,
verbrachte ich meine Kindheit nach dem Tode meiner Eltern in Graz, wo ich Mirz 1917 die Reife-
priifung am dortigen I. Staatsgymnasium ablegte. Von Oktober 1917 bis November 1918 stand ich
im Felde, geriet beim Waffenstillstand in italienische Gefangenschaft, aus der ich im Herbst 1919
zuriickgekehrt bin. Ich widmete mich nun dem Studium der theoretischen Physik — Prof. Radakovie
und Prof. Weitzenbock waren hier meine Lehrer — ging dann W.-S. 1921/22 nach Miinchen, wo
ich durch Vorlesungen von Geh. Rat Sommerfeld und Prof. Rosenthal angeregt wurde, mich der
Mathematik zuzawenden. Seit S.-S. 1922 befand ich mich in Géttingen, ausgenommen Frithjahr 1924,
wo ich bei Prof. H. Bohr in Kopenhagen arbeitete. In Géttingen hirte ich insbesondere Vorlesungen
bei Prof. Courant, Landan und E. Noether. In dem Gebiete der Agyptologie, mit der ich mich
neben der Mathematik in Gottingen beschiftigt habe, sind Geh. Rat Sethe und Prof. Kees meine
Lehrer. Seit W.-S.1928/24 habe ich am mathematischen Institut und bei Prof. Courant Assistenten-
dienste getan; Oktober 1925 wurde mir die aullerplanmifige Assistentenstelle bei Prof. Courant
iibertragen.

Allen meinen Lehrern gilt mein aufrichtiger Dank; vor allem aber fiihle ich mich Herrn
Prof. Courant in wissenschaftlicher wie personlicher Hinsicht aufs tiefste verpflichtet.
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Tafel I.

Die 2[n-Tabelle.")

Zerlegung von 2

n 2/n
Hauptglied Erginzungsterm

3 24+ 69 2 1+ 2
5 3+ 16 3 4505
7 4+ 28 4 1424 4
9 6+ 18 2 148
11 6+ 66 6 | 14 B3 B
13 8+ b2+ 104 4+ 8 i 14+ 24+ 8
15 10+ 30 2 10
17 12+ b1+ 68 3+ 4 1+ 8412
19 12+ 76+ 114 4+ 6 14 9+19
21 T 2 [0
23 12 + 276 12 | 14 34+ %
25 15+ 75 3 143
27 18+ b4 2 14 2
29 24 + B8+ 174 + 232 2+ 64+ 8 14+ B+H
31 20 + 124 + 155 4+ b 152+ %
33 22 + 66 2 i LT
35 30+ 42 S+ B 1+ B
37 24 + 111 + 296 3+ 8 14 2434
39 26+ 78 2 1 2
4 24 + 246 + 328 6+ 8 1+ 3+24
43 42 + 86+ 129 + 301 89 8a F 1+42
45 30+ 90 2 1+ 3
47 30 + 141 + 470 3410 13 2598
49 28 + 196 4 14 24+ &

1) Nach Peet [1], S. 87. Dieselben Werte, allerdings nur bis » = 21 nochmals in den Kahun-Papyri, Griffith [4],
PL VIII, Zeile 1 bis 11.

2) Die Zerlegung 3=2 4 6 habe ich nur der Vollstindigkeit halber eingesetzt. Im Papyrus Rhind befindet sich
an dieser Stelle nur 3 angegeben (vgl. Peet [1], PL A; ebenso Kahun-Papyri, Griffith [4], PL. VIII, Zeile 1).
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£

3 o/ Zerlegung von 2
Hauptglied Ergénzungsterm

51 34 + 102 2 1+2

53 30 + 318 + 795 6+15 1+3+10

bb 30 + 330 6 1+3+ 6

b7 38 + 114 2 1+2

59 36 + 236 + b3l 4+ 9 142+12+18

61 40 + 244 + 488 + 610 4+ 8+10 1+2+40

63 42 4+ 126 2 142

65 39 + 195 3 1+3

67 40 + 335 + 736 5+ 8 1+24+ 8420

69 46 + 138 2 9

71 40 + 568 + 710 8 +10 142+ 4+40

73 60 + 219 + 292 + 365 3+ 4+ b 1+6+20

75 50 + 1560 2 e

77 44 + 303 4 D

79 60 + 237 + 316 + 790 84 A490 1+4+18

81 54 + 162 2 1+2

83 60 + 332 + 415 + 498 44+ b+ 6 1+3+20

85 51 + 256 3 1+3

87 58 + 174 2 1+2

89 60 + 356 + 534 + 890 4+ 6410 1+3+10+20

91 70 + 130 3+30 14+54 10

93 62 + 186 2 1459

95 60 + 330 + 570 4+ 6 1+24+12

97 56 + 679 + 776 74 8 1+2+ 8+14+28

99 66 + 198 2 143

101 101 + 202 + 303 + 606 24 B4+ 6 1
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Zerlegungsschemadta.
I. Einfaches Hauptglied.

Tafel II.

Fl;a;l.l Hauptglied n Ausnahmen Tei(ilt;&:z]l:eit
1) 2 9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51, 3
b7, 63, 69, 75, 81, 87, 93, 99
2) 4 7, 49, 77 35, 91 7
3) 8 = Fall 1) 15
4) 3 5, 25, 65, 85 (55) 1) (95)%) b
5) 6 11, 55 11
6) 2 23 23
IT. Zweifaches Hauptglied.

];a:l Hauptglied n Ausnahmen Teiéﬁ::;‘}l: =
1) 24 4 = Fall 1, 4) b
2) 4+ 8 13 13
3| 2+ 8 = Fall 1, 5) 11
4) 3+ 4 17 17
b) 6+ 8 41 41
6) 3 + 8 37 37
7) 2+ 3 , = Fall 1,2) 7
8) 4+ 6 19, 95 19
9) 8 + 12 43 43
10) 24+ 6=3

11) | 4+12=3

12) | 2+12 = Fall 4) 17
13) | 8+ 6=2

14)| 6+12=4

15) 3+12 = Fall 8) 19

1) Vgl. Fall 5).

2) Vgl. Fall II, 8).
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Tafel III.

Erganzungstabellen. ')

1/7 1/14 128
Nr. 11 Nr. 12 Nr. 14
1. Zu 2/7.
R Y| i 142 L. 28 1
2 1z 2] e AU 8 % .2
4 28 [1] 4 B6 [2] 4 192 4
47 2/7 4 8 16
Nr. 9 Nr. 7, 7b, 10 [Nr. 11b] Nr. 13 Nr. 15
1 -8 408 I o 98 1 8 + 56 e TN TR TR s T T
(14 2] 7 1 3+2 2 1+2+4 4 2+4+8 8
g L4 e SR . 56 9 16 + 112 2 32 4+ 224 | 2 64 + 448
(7 1] 3+2 2 1+2+4 4 2+4+8 8 4+8+16 16
4 8 + b6 HeNiG. o+ 112 4 32 + 224 4 64 + 448 4 128 + 896
3+2 2| 1+2+4 4 2+4+8 8 4+8+16 16 816+ 32 32
1 2 4] 8 16
Nr. 16 Nr. 8
1 2 [9 1 4 442
2. Zu 2/9. & 9] S R e
3. 3 [0 5. @3
3 6 [3] 312 142
1 2
Nr. 17 Nr. 18 Nr. 19 Nr. 20
1.8 416] i .. B 3] 1. 42 14+2 194 244
3 6+18 [4] 3 9 [2 3 18 1 3. B8 Wi
9 [2] 3 18 [1] 3 3 2 3 72 4
3 3 6 12

1) [] bezeichnet Erginzungen.
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Tafel IV.

Die Ausnahmezahlen.

1. Uebersicht.

31
35
43
47

61
67
71

83
89
o1
97

2. Zerlegungen und Hilfszahlen. ')

i) Nur auf die Zerlegung von 2 beziiglich. Vgl. auch Tafel 1.

Hauptglied Ergénzungsterm

n b
Koeffizient Summe Koeffizient Summe
Hilfszahlen 2n—0b Hilfszahlen n
44+ b 14+ 2420

3 5 4 9 20 10 1 51 1755
3+ 6 1+ 6

’

3 31 6 . 1

3 @4 84 7 14 42

43 2]l 14 6 41 42 1 43 42

. 3410 142415

1 10 3 13 30 15 2 a7 .|
6+16 14+ 3410

a8 5 2 7 30 20 3 K9 . {& B0
4+ 9 14 24+ 12418

4 0 4 13 36 18 3 2 5o | 30
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Hauptglied Ergiinzungsterm

n b
Koeffizient Summe Koeffizient Summe
Hilfszahlen | 2n—>b Hilfszahlen n

1 44+ 8410 14 2440

i 10 5 4 19 40 20 1 61 40

) by B 14+ 24 8420

i Bas D 13 40 20 5 2 67 40
8+ 10 1+ 24 4440

{1 5 4 o | 40 20 10 1 Tik |- 0
8+ 4+ 5 14 6+20

i 20 15 12 47 60 10 3 73 | 20

i 34+ 4+ 10 T TR T

b 20 15 6 41 60 15 4 79 | 90
44+ H+ 6 14+ 3420

B 15 12 10 37 60 20 3 83 60

a9 4+ 6+ 10 14+ 3410420 60

£ 15 10 6 31 60 20 6 3 890

ol 3+30 B 6+ 10

! 20 1 10 2 1

7+ 8 1+ 24 8414428

i 8 17 15 56 28 7 4 2 g7l 2
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Tafel V.

Zur Entstehungsgeschichte der 2[n-Tabelle.

n ?:1112?]1‘ Hauptglied 5 Iggﬁil/aut;}:glslterm Terminologie Bemerkung
3 2
) 3
7 4
9 3
11 6
13 448
15 3
17 3+4 .t
19 446 .t dmd
21 3
23 12 d.t  dmd
25 b
27 8
29 24+ 648 244+ 44+ 1
31 20+ 10+
33 3
35 Ausnahme
37 3+ 8 .t
39 3
41 68 3.t dmd
43 42+ 1 gmj
45 8
47 30+15+ 2 gmj
49 7 gmj
bl 3
b3 30+20+ 3 (dst  dmd) gmj
bb 11 gmj 11 statt 15
57 3
b3 gmj Ausnahme ?
61 40+20+ 1 gmj
63 3
65 : gmj
67 40+20+ 5+2 gmj
69 3
71 40 +20+10+1 gmj
73 60+10+ 3 qmj
75 3
77 7 gmj
79 60+-15+ 4 ylilj
81 3
83 60+20+ 3 gmj
85 5 gmj
87 3
89 60+20+ 6-+3 gmj
91 gmj Ausnahme
93 3 gmj
95 19 gmj 19 statt 5
97 gmj Ausnahme
99 3 gmj
101 [gmj]? | triviale Zerlegung
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Tafel VI

Die 2/3-Tabelle.’)

Zeile Zeile
1 3 von 3 ist 3.4— 9 b 3 von seinem 2 ist 3
2 8 ,. 8 , B«+18 6 8 5, » 2,08
3 S T 7 B A2 R
4 B STE L 18436 8 | PN LI
Zeile

9 9 3 von ihm ist 18+ 54 9 von 3 18 + 54 2)

10 B3 .. ]

11 9 2 .. ]

12 5. . ]

13 B . . . ]

14 & 2 . ]

15 [3] 4 von ihm ist 20

16 e ist 14 + 42

117 7 2 von ihm 14

18 E 22+ 66 3 von ihm 33

19 11 2 von ihm 22 T 4

1) [] bedeutet Erginzung zerstorter Stellen, im Wesentlichen nach Peet [1], S. 103. Nur in Zeile 15 wire fiir
das [5] noch Platz im Papyrus (vgl. Eisenlohr [1], Tafel XIX). Bei selbstverstindlichen Ergiinzungen habe ich keine
Klammern eingesetzt; man vergleiche deshalb Peet [1], PL R.

2) Steht eigentlich (als Korrektur) vor dem iibrigen Teil der Zeile.
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