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UND JHR VERHALTNIS ZUR VORGRIECHISCHEN 

Von 0. NEUGEBAUER, Kopenhagen. 
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Jede geschichtliche Darstellung ist mehr oder minder gezwungen, ein 
in \Virklichkeit \'On einer grooen Anzahl von Parametern sehr kompliziert 
abhlingcndcs Geschehen auf ein blof3 ti11dimensionales Koordinatensystem, 
die Zeitachse, zu beziehen. Trotzdem werde ich versuchen, im Folgenden 
mich nicht nur darauf .zu beschrlinken, gewisse Ereignisse aus der Ent
wicklungsge;chichte der Mathematik gewissen Punkten dieser Zeitachse zu
zuordnen, sondern ich werde ,·ersuchen, auch die tiefcrn Zusammenhlinge, 
die den Ablauf dieser Ereignisse bedingt haben, nach MOglichkeit hervor· 
treten zu Jas;.en. Der leitende Gesichtspunkt wird dabei sein, Ihnen zu 
zcigen, dafj wenigstens die Geschichte der antiken l\lathematik im \\'e!';ent
lichcn cine Geschichte der Symboft'k ist. Dabei k:mn man den Begriff 
.antiku sehr viet weiter fassen, als es im allgemeinen Oblich ist. Die Grenze 
z,dschen der antiken l\lathematik und der modcrnen liegt, wie mir scheint, 
in der Zeit von :\ewton und Leibniz, wird also bestimmt durch die Ent
stchung der Symbolik cler Differential- und lntegralrechnung und damit der 
ganzen modernen .\nalysis und 1\lechanik, '':!hrend niles, was vor dieser 
Zeit liegt, unter einnnder vie! nliher verknupft ist, als mit dt·r Entwicklung 
der sp!ltern Zeit. Die Mathematik dcr Renaissance wicdcrholt eine Reihe 
von Entwicklungsschritten, die sich schon einmal ganz ahnlich in der vor
griechischen Mathematik abgespielt haben, und ebenso steht Kepler den 
Gednnkengllngen und l\Iethoden der antiken Astronomic ungleich nliher als 
den Mcthoden, die die analytische Mechanik nur wenig sp!lter entwickelt hat. 

lch will damit beginnen, Ihnen an einem astronomischen Beispiel aus
einander zu setzcn, wie ein Problem, das seinem Kern nach cin Problem 
der lnfinitesimalrechnung zu sein scheint, von der antiken lin diesem Faile 
babylonischen 1) Astronomic doch gelost werden konnte unter charakteri
stischer Umgehung von infinitesimalen Betrachtungen - und es ist typisch, 
dall ganz lihnliche Gedankenglinge sich auch bei Kepler wiederfinden. Die 
Aufgabe, die ich meine, ist folgende: Die babylonische Astronomic beschreibt 
periodische Vorgllnge in erster Nliherung durch .,linear~: Zackenfunktionen", 
d. h. durch Differenzenreihen erster Ordnung, die zwischen zwei Extrem
werten hin· und herschwanken. Mehrfach ergibt sich abcr die Notwendigkeit, 
einen Funktionsverlauf genauer zu beschreiben als durch lineare Interpolation. 

1 Dte babylonische rechnende Aslrooomte ist relativ jung. Sie gehort dem lntcrvall von 

c:lwa -600 bis 0 an. 
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Man bildet dann Differenzenreihen zwciter Ordnung durch Summation 
solchen erster Ordnung und setzt sie mit geeigneten \' orzeichen lbe:Eeicbl 
mit .. tab'' bzw. .. lal" geml!.f3 Fig. tl zusammen. Das PrQblem das 
ergibt, ist offenbar die Frage, welchen \Vert die Extrema der sutnmaiCillll 
Funktion haben, wenn die der ursprilnglichen linearen Zackenfunktion 
bekannt (etwa gleich 0 und .tl1l anzusehen :;ind I vgl. Fig. I I. Man 
glauben, dafl die LOsung einer solchen z\uf~abe die Krlifte der 
griechischen Mathematik Obersteigen musse, denn entweder scheint man 
Integrationsprozesses zu bediirfen oder doch mindestens algebraischer 
mittel, die gestatten, die Lage der Scheitel von Parabeln zu bestimmen. 
Methode wie die babylonische Astronomic diese .\ufgabe doch lOst, ist 
sie sehr' charakteristis.ch. Sie beruht n!imlich auf dem Gedanken, daft 
wenn man nicht Genauigkeit im Kleinen erreichen kann, so doch i m Mi 
korrekte Ergebnisse crzielen kann dadurch, dafl man Cbereinstimmunr 
den fiuflerc; Bedingungen wenigstens nach .\blauf grouer Perioden 
In unserm Fall geschieht dies folgendermafJen: Da die Steigung der 
Zackcnfunktion rational ist, kehrt nach einer gewissen (oft sehr 
Anzahl II von lntervallen derselbe Zahlenwert wiecler. Uber eine 
groue Peri ode lliflt sich nun Ieicht die Summe aller \\• erte der 
Zackenfunktion bestimmen. Denn es herrscht ja von bciden Enden 
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---~ 

.• 

I 
A~ 

L_ 

0 

volle Symmetrie, so dafJ sich aile Ordinaten von links und rechts stets zur 
II . 

vollen lntervallhohe Lf, zu5arnmenfassen lassen, so dafl man 
2 

d 1 for dtese 

Summe erh!ilt. Andererseits entspricht jeder Schwingung der Llinge P, 
der linearcn Funktion zwischen zwei benachbarten Xullstellen ein Obergang 
von einem Extremum der :.ummierten Funktion bis zum n:!chsten, so dafJ 

die Anzahl ihrer vollen \Vellen durch ~·II gegeben ist. Die Gesamt-
2 pl 

llnderung der summierten Funktion ist aber gleich der Ordinatensumme der 
linearen Funktion (vgl. Fig. 2

1l, so dafJ der gesuchte Zusammenhang zwischen 
der Amplitude dl der summierten Funktion und der der ursprunglichen 
Funktion durch folgenden Ausdruck gegeben ist: 

£1 -?A~ 
~ -- P,. 

Diese hier geschilderten numerischcn .t\lethoden, die wir analog auch 
in der babylonischen Mathematik wiedcrfinden werden, sind, wie gesagt, 
filr die gesamte babylonische Astronomie charakteristisch. Im ,·ollen Gegen
satz zu ihr steht die griechische Astronomic, die sich zwar in allen nume
rischen Konstantenbestimmungen der babylonischen Resultate bedient, zur 
Beschreibung der Vorgange im Ganzen aber die rein numerischen Verfahren 

1 Dabei ist der Obersic:hUic:hkeil halber for die summierte Funktion die D:~rslellung in 
Periodenstreifen gewllhlt. 
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der Babylonier \'erlassen hat und an deren Stelle mit kinematischen 
,·0 r;;tellungen opcriert, namlich mit den hc:kannten Exzenter- und E 
modellen. Es scheint vielleicht naheliegend, diesen Kontrast zwischen 
numerischen :\lethoden der Babylonier und den geometrischen Modellen 
Griechen dadurch erklaren zu wollen, dau man sagt, daf3 sich uns hier 
typisch anschauliche Begabung der Griechen, ihr Sinn far die geometriscbe 
Form, offenbare im Gegensatz zu der Denkweise der orientali<:chen Kulturen. 
Mir scheint aber, dafJ eine solche Betrachtungsweise etwa dem Verfahren 
entspricht, Schwierigkeiten einer physikali;;chen Theorie dadurch zu IOsen 
daf3 man sich einfach auf eine Laune der SchOpfung beruft. Sich mit solchen 
"Losungen" .wfriedengeben heiflt auf das Fundament .uns~rer 
wissenschaftlichen l\lethodik zu \'erzichten. Alles, was 1ch 1m 
\"orzubringen habe, soli Ihnen zeigen, daf3 es komplizierte historische 
gewesen sind, die diese scheinbar so klaren Endergebnisse gezeitigt 

\Vir beginnen die Diskus;;ion der griechischen ~lathematik 

mit der Frage, ob es bercchti~t ist, ihr einen oberwiegend geometrisc 
Charakter zuzusprechen. Im Rahmen dieser Frage ist es wichtig, sich 
uber Klarheit zu ver"chaffen, ob z. B. in der Tat der Existenzbeweis 
Losung eines Problems \'erknupft ist mit der Konstruierbarkeit 
durch Zirkel und Lineal, wie die;; ja oft als ge;;ichcrte Tatsache hin~esteiJ 
wird. Nun ist es Ieicht, bcrcits an einem Beispiel zu zeigen, daf3 
stens in der !iltern Zeit der griechischen Mathematik ein solches Pn ... ,,w 
nicht bestanden haben kann. lch erinnere :r.u diesem Zweck nur 
,·on .\rchytas gegebene und als solche anerkannte .Lt~sung" des Prt>hl•

der \Vurfel\'erdopplung. Dieses Problem c1weist sich bekanntlich als 
allgemeinerung der Auffindung des geometrischen Mittels x zwischen 
Grof3en a und b, indem nl\mlich die Aufgabe, :c so zu bestimmen, 
a : x= x : b erfullt ist, erweitert wird zu der Aufgabe, z wei Gn'iuen x 
y so zu bestimmen, dafl a: :c=.,· :y - y: b gilt (wobei b ,za dem Fall 
,. \Vurfelverdopplung" entspricht). Die Losung des Archytas beruht 
auf einer naheliegenden Obertragung des im Fall des geometrischen 

Fig. 3· 

trivialen Verfahrens, das durch Fig. 3 gekennzeichnet wird. 
Ahnlichkeitsbetrachtungen folgt namlich wie dort, dan in 
gekennzeichneten Streckenzug die mit :c und y bezeichneten Strecken 

160 

Fig. 1· 

LOsungen darstellen, fa II s die durch einen Bogen hervorgehobenen \Vinkel 
wirklich aile Rechte sind. Bci gegebenem a und b (a< b) ist dies naturlich 
im Allgemeinen nicht der Fall. Urn dies aber doch zu erreichen, bedient 
sich nun Archytas einer kontinuierlichen Ablinderung der Figur, dadurch, 
dafJ er den I Ialbkreis Gber b urn die in Fig. 4 punktiert gezeichnete, in A 
tangicrende Achse dreht, so dau der for die Losung entscheidende Punkt C 
einerseits auf einem Torus der Offnung Null liegen muf3; andererseits kann 
man Ieicht zeigen, daf3 er auch auf einem Zylinder des Durchmessers b 

sowie auf einem gewissen Kegel mit der Spitze in A liegen mufJ. So ergibt 
sich die LOsung als Schnittpunkt zwischen Raumkun·en, die ihrerseits Schnitte 
zwischen einfachen Rotationsflachen sind. Die Einzelheiten dieses \ 'erfahrens 
sind im (!egen\\ :irtigen Zusammenhang nebens!'ichlich. \Vorauf es uns bier 
allein ankommt, ist die I len·orhebung der Tatsache, daf3 es sich hier urn 
ein als LOsung anerkanntes Verfahren handelt, das gewif3 nicht Zirkei-Lineal
konstruierbar ist. DarOber hinaus hat eine sorgfaltige Untersuchung dieses 
ganzen Fragenkreises durch A. STEELE 1 gezeigt, daf3 auch sonst von eincr 
S}stematischen Einschrlinkung auf erlaubte Konstruktionsmittel nicht die Rede 
sein kann. Unterstrichen wird dieser Zusammenhang noch dadurch, daf3 
Archytas selbst mit aller Deutlichkeit betont hat, daf3 dort, ,wo die Geometric 
versagt, erst die Rechentechnik (,Logistik") Beweise zustande bringt". \Vir 
sehen al,;o, daf3 mindestens zu Beginn der klassischen Periode der griechischen 
Mathematik ,·on einem beabsichtigten \'orrang der Geometrie nicht ge
sprochen werden kann. 

Anders scheint dies am Schluu der klassischen Periode, etwa bei 
Apollonius, zu stehen. Ein Beispiel soli dies wieder erHiutern. Ausgehend 
\'on dem Schnitt einer Ebene mit einem Kreiskegel laot sich durch einfache 
Oberlegungen zeigen, dafJ die in Fig. 5 als y bezeichnete Grone der Rela
tion genugt 

hJ y'= x ('1- f x). 
1 Bonner Diss~rtalion (bci 0 . ToEPuTZ). Siche das Litcralurvcrzeu:bnis am Scblu6. 
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Fig. 5· 

Dies folgt einfach daraus, dao ja )' auch dem in Fig. 5 eingezeichneten basis· 
parallelen r Iilfskreis angehi\rt, so rlao y' s t ist, und sich die Grauen s 
und I Ieicht durch die charakteristischen Parameter, die die Lage des 
Schnittes kennzeichnen, ausdrucken \as,;en. So entsteht die Gleichung (I\

1 

wobei ~ den Durchmesser der Schnittcllipse bezeichnet, wl'lh rend '1 eine 
andere, Ieicht geometrisch interpretierbare Konstante bedeutet. Das \Vesent· 
Iiebe ist aber, daf.J diese , Ellipsengleichung" und aile daraus zu ziehenden 
Folgerungen bei Apollonius nicht in der Form einer Gleichung zwischen 
algebraischen Symbolen auftritt, sonclern als Relationen zwischen Fllichen· 
inhalten interpretiert wird. lm Fall der Ellipsengleichung heif3t diese Inter· 
pretation der Forme! (r) folgendermafJen: Das Quadrat Ober der Streckey 

ist gleich einem Rechteck, das an die Strecke 'I "angelegt" wird, aber nicht 
ganz die Kante YJ beansprucht, sondern urn ein Stuck zurockbleibt, so da6 
der freigelassene Raum ein Rechteck bildet, dessen Diagonale die vor· 

geschriebene Steigung t hat (\·gl. Fig. 61. Diese Aufgabe der \ 'en,·andlung .,. 
einer vorgelegten Flliche in eine Rechtecksfl!iche mit einem Defizit vor· 
geschriebener Form bzw. im hyperbolischen Fall mit ,·orgeschriebener Art 
des Oberschusses wird als die Aufgabe der , Flticltenanltgrmg'' bezeichneL 

\Vie gesagt, ist dies die Form, mit der bci .\pollonius die Lehre von 
den Kegelschnitten behandelt wird. Er hat damit die Behandlung der zu· 
nachst raumlich definierten K urven reduziert auf Beziehungen zwischen 
..:\realen der Ebene. I Jistorisch wichtig und llufuerst merkwurdig ist aber 
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Fig. 6. 

dabei der !Jmstand, dafJ die .\ufgabe der Flachenanlegung nicht etwa, wie 
cs zunlichst scheinen konnte, etwas ist, was au:; der Theorie der Kegel· 

schnitte in der oben angcgebenen Weise entstanden ist, sondern dafl diese 
Aufgabe als solche viet lilter ist, Alter als die Theorie der Kegelschnitte 
Oberhaupt. Sie bildet namlich das Kernstuck grofJer Abschnitte bei Euklid. 
\'or nllem ZEUTHEN hat erkannt, 1 dafJ es sich hier urn die geometrische 
Form algebraischer Methoden handelt, namlich um die Behandlung der 
quadratischen Gleichungen. Er hat fur diesen ganzen Fragenkreis den 
trelfenden .\usdruck .~omtlrisclze Algrbra" geprligt. So stehen wir also 
\'or der eigentilmlichen Tatsache, dal3 es einerseits eine Reihe von Er
•cheinungen gibt, die 7.eigen, dafl in der fruhgriechischen ~lathematik 
keineswegs einc klare Beschrlinkung auf eine rein geometrische Formulierung 
der Probleme existiert, andererseits aber rein algebraische Fragen in einer 
so merkwurdigen geometrischen Einkleidung erscheinen, dal3 es zuMchst 
ganz unverstandlich erscheint, wie gerade diese Einkleidung an der Spitze 
der Entwicklung stehen sol!. 

Die Erkllirung fur diesen merkwilrdig komplexen Charakter der griechi
schen Mathematik liegt einfach dann, dafl die .,griechische" Mathematik ,·on 
den Anfangen mathematischen Denkens ungeflihr ebensoweit entfernt ist 

l 

1 Vgl. das Literatarverzeichnis. 
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wie wir von der griechischen. Die Trfiger dieser vorgriechischen :\lathe
matik sind die Kulturen Agyptens und Mesopotamiens. Ich wcrdc im 
F olgenden hauptsl\chlich uber die letztere zu sprechen haben. Die Grande 
fUr diese ungleiche Behandlungswei3e werde ich noch ganz am SchlufJ 

streifen. 
Die Verknapfung zwischen griechischer und babylonischer Wissenschaft 

liegt vor allem auf astronomischem Gebiet ganz klar zutage. Ptolcmll.u; 
zitiert im .\lmagest immer wieder "chaldaisches" Beobachtungsmaterial und 
auch bei andern griechischen .\ stronomen, so ,·or allem bei Geminus, findet 
sich eine Rei he von detaillierten Angaben Ober die Methoden der bab.). 
lonischen Astronomic. Die Erschlief3ung der astronomischen KeilschrilltextP, 
die man \'Or allem den hervorragenden Arbeiten von F. X. KuGLEI< \'Crdankt, 1 

haben die griechischen Angaben nicht nur in allen Einzelheiten be3tntigt, 
sondern die Nahe der Beruhrung aufs Deutlichste und in zahlreichen I:inzel
heiten erwiesen. Auf mathematischem Gebiet ist der Kontakt zweifello~ kein 
geringerer, nur haben wir keine so direkten Zeugnissc wie bei der .\,..tro· 
nomic, da ja nicht wie bei dieser die Notwendigkeil expliziter Quellcn· 
angaben vorlag. .\ber der Begriff "griechische" l\lathcmatik ist ja keinc-s
wegs etwas Einheitliches. \\'as man im Allgemeinen darunter ,·erstcht, ist 
ja nur ihr hOchst entwickelter Zweig, wie er uns aus den \Verken \'On 
Euklid, Archimedes und .\pollonius entgegentritt. Einen ganz amlern Typus 
hat aber beispielsweise der Heronisch - Diophantische Schriftenkreis, der 
seinem ganzen T}·pus nach die engsten Beziehungen zur altorientalischen 
Mathematik aufweist. Es kann heute nicht mehr bezweifelt werden, dau ein 
grot3er Teil des materiellen lnhaltes dieser Schriftcn aus \'orgriechischen, 
d. h. in erster Linie aus babylonischen Quellen stammt. Eine Fulle \"On 

elementargeometrischen K.enntnissen, Flll.chen· und \'olumbestimmungen und 
dergleichen findet sich in allen Texten \\'!!hrend der andc-rthalb Jahrtausende 
babylonischer Mathematik. T lier ist also der .Anschlufi praktisch genau so 
eng und genau so evident wie bei der Astronomic. Oas eigentlich Cher· 
raschende an der babylonischen Mathematik ist aber die Tatsache ilues 
erstaunlich a I g e bra is chen Charakters. .\hnlich wie bei lleron tritt nlim· 
lich schon dort cine vollstl\ndige Gleichgultigkeit gegen die geometri~che 
Bedeutung der Grot3en, mit denen operiert wird, zutage. Strecken werden 
zu Flllchen addiert, Flll.chen multipliziert u. s. w., d. h., es handelt sich urn 
Aufgaben, bci denen nur das wesentlich ist, was wir heute als algebrai;;che 
Relationen bezeichnen. So gibt es AuflOsungen \'On linearen Glcichungen 
mit zahlreichen Unbekannten, ferner Probleme 2-ten, 4-ten und 6-ten (';rades 
(s!\mtlich quadratisch !Osbar), Gleichungen 3-ten Grades, Zinzeszinsautgaben 

I Vgl. das Litcratun•crzc1chnis. 
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und manches Ahnliche mehr. Ein Kernstuck dieser Algebra ist ofTenbar 
die Lehre von den quadratischen Gleichungen, die ganz in unsererer Weise 
durch quadratische Erganzung gelr•st werden. .\n die eingangs em l!hnten 
Methoden knupft die Tatsache an, daf3 auch rein numerische l\Iethoden cine 
!!rofle Rolle zu spielen scheinen. So haben wir eigene Tabellen z. B. for 
die Znhlen 11

8 + 11'l, womit man spezielle kubische Geichungen IOsen kann, 
f!lr nn und andcres mehr. Die 1\lehrzahl der eben erwllhnten algebraischen 
Aufgnben ist an numerischen Beispielen durchgerechnet. \VAsCHOW hat 
aber neuerdings einen Text gefunden, 1 der auch den lll.ngst erwarteten 
Bewcis erbringt, dafJ es Aufgaben gibt, die in \'Oller Allgcmeinheit durch· 
!!erechnet sind, d. h. ohne jede Benutzung spezieller Zahlen, nur unter 
Kombination der fUr die einzelnen Cronen und Operationen gebrauchlichen 
Symbole. Besonders deutlich tritt der algebraische Charakter der baby· 
Jonischen ~lathematik in einer als ,.Serientexte" bezeichneten Klasse 
,·on Tontafeln hen·or. Es handelt sich dort urn viele llundertc= von systc· 
matisch geordneten Aufgaben, die \'Om einfachen zurn komplizierten fort· 
schreitend angeordnet sind. Dieses .\nordnungsprinzip fohrt iibrigens auf 
Grund cines c::chematischen \'ariierens der Angaben der Beispiele unter 
:mderm auch dazu, dan man sich nicht scheut, die rechte Seite einer line· 
aren Verkniipfung zwischen den Unbekannten als .. negati\'e" Zahlen zu 
bezcichnen, eben mit jcnem Symbol ,Ia I", das uns schon bei den astrono· 
mischen Texten (\'gl. Fig. I) begegnet war. :\!an kann aus dem .\nordnungs· 

prinzip der .\ufgaben viel fiber die zugrundeliegende Theorie entnehmen. 
Ein llauptergebnis ist das, dafJ man bei den quadratischen Gleichungen fUr 
zwei Unbekannte ein komplizierlert.s S) stem auf eine ,.Normal form" zu 
reduzieren suchte, n:tmlich auf Produkt und Summe oder Differenz der 
l 'nbekannten als gegebene Grliuen. Daraus IMJt srch dann unmittelbar die 
ubliche AuflOsungsformel gewinnen. 

Die Existenz emer solchen Thcorie der quadratischen Gleichungen gibt 
nun auch den Schlu;sel fur das \'erstandnis der oben erw!\hnten eigen· 
tnmlichen Form der ,geometrischen Algebra", insbesondere der ,.Fillchen· 
anlegung ". Das Problem der FHichenanlegung ist nll.mlich nichts anderes 
als die geometrische Einkleidung jener 1\ormalform. Die gegebene Flll.che 
ist durch das Produkt der Unbebnnten reprll.sent iert und die Stred.-e, an 
die angelegt werden soli, entspricht der Summe der Unbekannten, wobei 
ein Quadrat freibleibt (vgl. Fig. 7). Auch das AuflOsungs\'erfahren bei 
Euklid ist nichts anderes als cine Ubertragung des babylonischen \'er· 
fahrens ins Geometrische.2 

1 l:r wird im Rnhmcn cines in \'orbrcitung befindlichen Erg~nzungsheftes mciner .Mathe· 
mntischen Keilschrifi-Textc" publiziert wcrden IBM 34568). 

1 For die Einzclhciten vgl. mcinc Arbeit • Zur gcomctt;isc:hen Algebra • (s. Litcraturver
zcichni.s). 
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>.•) 

Fig. 7• 

.. , 
I 

I 

l\Iateriell erweist sich somit die geometrische .\lgebra als die direkte 
Fortsetzung der ,·orgriechischen Algebra. nur mil einem charakteristischen 
\\'echsel der S)·mbolik. .\n Stelle einer mit gewissen konventionellen 
Symbolen operiercnden Algebra (ubcr die Art dieser Symbole wird g leich 
noch zu sprechen seinl trill die rein geometri5che .t\usdruckswcise. ~eu 

ist aber nur die Form, nicht der lnhalt. 
Die G r fl n de fur die Geometrisierung grooer Teile der griechischen 

Mathematik sind an sich scit langem bekannt. Es sind im \Vcst.:ntlichen 
zwei StrOmungen, die sich hier begegncn. Einerseits die Schwierigkeiten, 
die sich aus den gcgen den KontinuumsbegrifT gerichteten l'aradoxieen 
ergaben twas z. B. fUr jene Art Stetigkeitsschlusse. wie wir sic in der 
kinematischen i\Iethode des .t\rchytas ,·orfanden, sehr wesentlich warl. 
andercrseit,; die Musikthcorie, deren Rolle fur die Entwicklung de1· Propor· 
tionenlehrc und die Entdeckung der Irrationalitlitcn wohl P. T A:-l.'i F.H ' ab 
erster erkannt hat.1 Um nur auf den letzten Punkt kurz hinzu\\ eisen, sea 
daran erinnert, dafJ ungefahr in der Epoche des .\rchytas der Zusammcn
hang der !\:lange mit einfachen Zahlem·erhl\ltnissen entdeckt worden ist, 
samt dem zugehorigen Kompositionsgesetz, das angibt, dafJ diese \'erhc~ltnis· 
zahlen m u It i pI i kat i ,. zusammen zu fassen sind. So erscheint beisp1els· 

weise die Entstehung der Oktav a us Quart und Quint als ~ -
3
1 

· ~. I lie 
I -

Frage, ob sich die Oktav nicht auch in zwei g I e i c he Tune zerlegen lasse, 

. F b I" h . 2 I p p d luhrt dann unmlltelbar zu der ·rage, o es ml\g JC se1, -
1 

a s - · - ar-
q q 

zustellen. Und dies ergibt sogleich den bekannten \\'iderspruch, dafl dann 
p und q ,.gleichzeitig gerade und ungerade" sein muuten. \'on dieser 
arithmetischen Einsicht aus ergibt sich schliefllich wegen des Pythagoreischen 
Lehrsat7.es tder seinerseit,; ;;chon seit einem .Jahrtausend in den keilschrift· 
lichen Texten immer wieder ,·orkommtl die Tatsachc der Tnkommensurabi
litlH von Quadratdiagonalc und Quadratseite, kurz aile Erkenntni,..se, die 
zeigen, dafJ der Bereich der geometrischen Groflen allgemeiner ist als der 
der rationalen Zahlen. Eine Konsequenz diese::. Sachverhnltes ist es dann, 
dafl man daran ging, alles, was hishcr aus dem Bereich der elementaren 
.\rithmetik und .\lgebra bekannt war, in eine geometrische und gleichzeitig 

' \'gl. die im Literuturvcrzeiphnis genannten ,\rbeiten von TANNERY und E. FRA SK . 
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, or dem philo~ophi~chen AngrifT mi.lglichst gesicherte Form zu umschreiben . 
Die eigentliche Leistung der Griechcn liegt dann in dem verfeinerten .\us· 
bau und der logischen Analyse dieser neuen mathematischen Sprache. 

\Vir haben gesehen, dau die entscheidenden Ereignisse in dcr Geschichte 
der griechischen l\lathematik erst verstlindlich werden, wenn man sie in 
ihrer Relation zu einer Iangen Vorgeschichte betrachtet, die das Material 
bereitgestellt hat, dessen Ordnung und Kll!rung die Griechen unter dem 
neuen Gesichtspunkt der grofJeren Allgemeinheit des geometrischen Bildes 
vorgenommen haben. Abcr auch in der griechischen l\lathematik ist die 
Geometric in gewisser Ilinsicht immer nur die urn ihrer Strenge und All· 
gemeinheit willen be\'orzugte Ausdrucksform fUr algebrai!'che oder analytische 
Proze5se geblieben und nicht so sehr urn ihrer selbst willen als gesonderte 
l)asziplin entwickelt worden. Erst in ihrer allerletzten Periodc finden sich 
Anslitze w projektiven oder syntheti,.chen Betrachtungsweisen, die an sich 
cine sehr ,·iel weitere Entwicklung gestattet hatten, wie die Geschichte des 
19·tcn .Jahrhunde1ts lehrt. Die IIauptrichtung der Entwicklung war aber 
wllhrend der ganzen Zeit bedingt durch die \'on den .\nflingen her be
stimmte Richtung nach der Schafrung einer ,·erallgemeinerten Symbolik zum 
Ausdruck von Beziehungen, deren Ursprung eigentlich ein anderer war. 
Dies zeigt sich noch deutlich in dem eigemumlichen .\lgorithmus von Rela
uoncn zwischen FlnchengrOflen in der Theorie der Kegelschnille und ebenso 
bci den .\rchimedischen lnfinitesimalmethoden. 

In der gesamten \"Orgriechischen ~lathematik liegt uberhaupt kein Anlau 
zu einer Bevorzugung des Geomctrischen vor. Oberall zeigt :.ich da, dafJ 
die Geometric nur eines der .\nwendungsgebiete der Rechentechnik ist, und 
da6 eine fruchtbare Entwicklung erst dort einsetzt, wo die arithmetisch
algebraischen \'erfahren weit genug ausgebildd sind. llier ist der Punkt, 
wo der \'ergleich zwischen der ligyptischen und der babylonischen ~1athe· 

matik besonder, lehrreich ist. In beiden Kulturen konnen wir heute aus 
sprachlichem und archliologischcm l\laterial die Ent.;;tehung der Zahlzeichen, 
der Zahlworte und der allmahlich sich ausbildenden Rechentechnik verfolgen. 
Die AnOinge der Rechentechnik sind sowohl in .\gypten wte in Baby· 
lonien rein additi\', 1 in Agypten noch bis in die sp1ite,;te Ze1t erhalten in 
der urspr!inglichsten Form cines fast rein dyadischen Rechenalgorithmus. 
llieser elementarste .\lgorithmus erstrcckt sich dabei keineswegs auf einen 
homogenen Bereich von Zahlen, sondern e;; ist nur eine kleine Gruppe 

1 &l ist bebpielsweise d:is Ke~bchriftzeichen fllr <las • positive \' orzeichen • • tab •, das 
Yo .r oben erw~hnt haben, unJ dessen Bedeutung • hinzufllgen •, .addieren" ist, dann auch 

.muluplizicren • bedcntet, ursprilnglich Jos Bild des • \'erdoppclns", au~gedrllckt durch 
lwei parallde Striche. 
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von ganzen Zahlen und Bruchen, mit denen ernstlich gerechnet wird. Die 
merkwurdige agyptische Bruchrechnung, die noch die griechische und 
rOmische Logistik im \Vesentlichen beibehalten hal, lllflt sich verstchen als 
ein eigentumliches Reduktions~erfahren des allmll.hlich sich ausdehnendcn 
Zahlbereichs auf jenen filtesten Kern unter ausschliefllicher \ 'erwendung 
einer dyadischen ~Iethodik. In Babylonien i~t in einer sehr irnhen Pha:.c 
dieser Entwicklungsprozess abgebrochen worden. Das \\' esentliche dabei 
ist die Entstehung einer position e II c n Ziffernschreibung, das heifn ciner 
Ausdrucksweise der Zahlen, die nur mit einer geringen .\nznhl immer 
wiederholter Symbole auskommt. Auch diese Symbolik ist naturlich keine 
beabsichtigte Konstruktion, sondern erwachsen aus komplizierten P ro.t.essen 
der Ordnung der sich allmahlich entwickelnden 1\laflsysteme, \ 'orglinge, 
deren Einzelheiten ich hier nicht auseinandersetzen kann.' Fur die weitere 
Entwicklung ist aber die Existenz eines derartigen positionellcn Rechen
verfahrens von einschneidender Bedeutung gewesen. Ohne dieses hlitte die 
babylonische Mathematik nie jenen Grad der Entwicklung erreichen kunnen, 
der sie so deutlich vor der agyptischen ~lathematik mit ihrem schwerflilligen 
und komplizierten Rechenmechanismus auszeichnet. So stand der baby
lonischen Mathematik ''Oil ihrer fruhesten Zeit an der ganze Bereich der 
Rationalzahlen wirklich zur Yerfogung. Aus d1eser Rechentechnik hat em 
jahrtausend sp1Her nicht nur die babylonische Astronomic den groflten 
Nutzen gezogen

1 
sondern auch die daran anschlieflende griechische und 

arabisch-mittelalterliche.2 

For die weitere Entwicklung der babylonischen 1\lathematik ist aber 
noch ein zweites Moment ,·on mindestens ebenso grofler Bedeutung, namlich 
die Entstehung einer in ihrem Effekt ,algebraisch '' zu nenn.enden Symbolik. 
Auch hier handelt es sich keineswegs urn eine bewuote Erfindung, sondcrn 
urn das Resultat geschichtlicher Ph!\nomene ganz anderer llerkunft. llier 
greift nlimlich die Geschichte der Keilschrift ein. Sie wurde als Bilder
schrift ,-on den ersten Bewohnern Mesopotamiens, den Sumerern, erfunden.' 
Dem Charakter einer Bilderschrift entsprechend ist dadurch eine Abbildung 

I V gl. diesbezoglich meine im Liternturverzeichnis gennnnlen • \' orlesungen • 
> Es sc:heinl mir hochst wahrscheinlich. dafi die Wirkung die~es Posilionss) !>lcms noch 

sehr viet weiter gebt, nlmlich dali. die Idee der Pos1tion eben auf dem Umwcg Ober die 

Astronomic von Griechcnland nncb lndien gckommen i.st und dort den J\nstou zur 

Erfindung unseres dezimalen Positionssyslc:ms gegeben hal. \'gl. dazu mcine Bemerkungen 
in meiner Rezension des Buches vun IIA 11 A und SING II • History of Hindu ~lathemnLJc • 

in • Quellen und Studien zur Gesc:hichte der :'>lathematik • Aut. B 3· S. 263 f( 
' \\'ie weit der BegrifT .sumerisch" wirkhch etwas Einheitliches umlaut, wird gegcnY. l rtlg 

vie! diskuttert. FOr unsere Zwecke genQgt die ungeflhre Uatierung der Sc:hrifientstehung 
in die :\title des \•ierten Jahrtausends. wllhrend die lltesten cigentlich mathcmntischcn 

Teitte etwa der Zeit um 1900 ongchOren. 
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,•on Begriffen auf Einzelzeichcn hergestellt. lm Lauf des dritten vorchrist· 
lichen Jahrtausends ist diese altere Be,·olkerungsschicht allmahlich crsetzt 
worden durch die scmitischen Akkadl'r, die die Keilschrift ubernommen 
haben und in doppelter vVeise fur die Schreibung ihrer Sprache verwendet 
haben. Einmal, indem sie die Einzelzeichen nach wie vor als Symbole fur 
Begriffe benutzten, dann aber, indem sie auch die Zuordnung dieser Zeichen 
zu den sumerischen \Vorten rein als Lautsymbole benutzten und so dieselbe 
Zeichenmenge auch zu eincm silbenschriftlichen .\usdruck ihrer eigenen 
Sprache \'erwenden konnten. Dieses \Vcchselspiel zwischen Silbenschrift 
und Symbolschrift ist fur die Entwicklung der i\lathematik entscheidend ge
worden. Denn immer mehr hat man die Moglichkeit erkannt, diese Symbole 
zum Ausdruck mathematischer Operationen zu benutzen und so eine reine 
Formelschrift zu entwickeln, die sich unmittelbar Zeichen filr Zeichen in 
unsere moderne algebraische Formelschrift i.lbersetzen laflt. 

Auch diese Entwicklung wll.re nicht mOglich gewesen, wenn nicht tiefere 
sprachliche Phllnomene dahinterstllnden. Die eben skizzierte doppelte \'er
wendungsmOglichkeit der Keilschriftzcichen beruht nllmlich ganz wesentlich 
auf einem grundslltzlichen Unterschied der Sprachtypen des Sumerischen 
und des Akkadischen, der sich unter anderm darin ausspncht, daf3 das 
Sumerische im Gegensatz zum .\kkadischen ein Sprache ist, d1e im \Vesent
lichen mit einsilbigen und vokalkonstanten Elcmenten opericrt. Nur dadurch 
ist ja die Moglichkeit gegcben, die sumerischen \Vortzeichen gleichzeitig als 
Silbenzeicl en m1t bestimmtem Lautwert zum ..\ufbau einer Silbenschrift zu 
,-erwenden. So sehen wir, dan es in lctzter Linie sprachgeschichtliche 
Phlinomene sind, die den eigentumlichen Charakter der babylonischen Mathe
matik bestimmt haben. Die Beziehung zu cinem der interessantesten Zweige 
der modernen Philologie, der vergleichenden Sprachwissenschaft, ist aber 
nicht die einzige, die die lllteste Geschichte der Mathematik mit der Philo
logic verknupft. Auch die Analyse dcr Entstehungsgeschichte dc.r Zahl
begriffe uberhaupt, z. B. der wechselnden Rolle zwischen Ordinalzahlbegnff 
und Kardinalzahlbegriff, fuhrt, wie vor allem SETHE's bahnbrechende Unter
suchungen gelehrt haben, hinuber zu rein sprachgeschichtlichen Unter
suchungen. J\.Iir scheint, dafl dies mehr ist a is eine blol3 zuf!illige \' erkettung 
historischer Ereignisse. 1st doch die Sprache nur die lllteste Form einer 
Symbolik, aus der sich in einer wechselvollen Geschichte einer stets ver
feinertcn Analyse eine hOchste Form menschlicher Symbolik entwickelt hat: 
die Mathematik. 
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